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Sechszebnto Vorlesung.* 

Allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 

Man kann die gerade Linie als den geometrischen Ort aller Punkte auf- 
fassen, deren C'oordinaton einer beliebig gegebenen linearen Gleichung ge- 
nügen. Unter diesem Gesichtspunkte wird der geometrische Ort aller der- 
jenigen Punkte, deren Coordinaten einer beliebig gegebenen Gleichung des 
zweiten Grades genügen, eine C’urve zweiter Ordnung oder kürzer Kegel- 
schnitt genant. Der letztere gebräuchlichere Name ist der äilteren synthe- 
tischen Ilaumgeometrie entnommen , welche die Curve als den Schnitt einer 
Ebene und eines Rotat.ionskegcls definirt. 

Die Kegelschnitt - Gleichung besteht im Allgemeinen aus sechs Gliedern, 
wovon drei der zweiten Ordnung , zwei der ersten Ordnung und ein Glied der 
nullten Ordnung sind in Rücksicht auf die rechtwinkligen Coordinaten x und 
y des variabelen Punktes. Machen wir jedoch die Gleichung durch Einführung 
der homogenen Coordinaten homogen und bezeichnen mit f{x,y,z) einen Aus- 
druck von der Form: 

1) A*. V , *) = ** + «i i ’f + ** + 2a n yz + 2a., 0 zx + 2a üx xy, 

so wird nach der gegebenen Definition fix, y,z) = 0 die allgemeine Form der 
Gleichung eines Kegelschnittes sein und die Verhältnisse der sechs Coefficienten 
a in der Gleichung werden die Natur und die Lage des Kegelschnittes in der 
Ebene bedingen. 

Soll der Kegelschnitt durch einen Punkt gehen, dessen homogene Co- 
ordinaten gegeben sind, so müssen diese, an Stelle der variabelen Coordinaten 
gesetzt, der Gleichung genügen. Dieses giebt eine lineare homogene Bedingungs- 
gleichung zwischen den sechs Coefficienten. Durch fünf solcher Bedingungs- 
gleichungen werden die Verhältnisse der sechs Coefficienten a unzweideutig be- 
stimmt sein. Mau kann daher sagen : 

* Diese Vorlesungen sind die Fortsetzung meiner fünfzehn „Vorlesungen aus 
der analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes und des Kreises. 
Teubner 1873“. Sie setzen die Bekanntschaft des Leser» mit den Determiuauteu 
voraus, etwa iu dem Umfange, ul» sie in meiner Schrift „Die Determinanten. Teubner 
1873“ vorgetragen sind. Die Kenntnis» der Kegeln de» Diö'ereutiirens wird eben- 
falls vorausgesetzt, 

tr. ... , Vortesangeu. 1 
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Allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 


Durch fUnf beliebig gewählte Punkte in der E bene lä ss t 
sich im Allgemeinen nur ein einziger Kegelschnitt legen und 
dieser Kegelschnitt ist in allen seinen Theilen durch die fünf 
gewählten Punkte vollständig bestimmt. 

Der Kegelschnitt kann ein Linienpaar worden, wenn die fünf gegebenen 
Punkte eine specielle Lage haben; er kann sogar illusorisch werden. Um 
dieses nachzuweisen , müssen wir die Gleichung des Kegelschnittes selbst auf- 
stellen, der durch fünf seiner Punkte gegeben ist. 

Wenn wir die homogenen Coordinaten eines beliebigen Punktes auf einem 
Kegelschnitte mit x, y, z bezeichnen und mit angehängten Indices die Co- 
ordinaten der fünf gegebenen Punkte desselben , so haben wir folgende sechs 
Gleichungen : 

f(x % y, e) = 0, f(z l% y v z t ) = 0, f(x iy y * 2 ) = 0, 

f (^ 3 » * 3 ) = ^ 41 ^ 4 ) = ^(^ 513 / 51 ^ 5 ) = 0 . 

Die Elimination der sechs zu bestimmenden Coefficienten a ans diesen 
Gleichungen ergieht die Gleichung des Kegelschnittes, der durch die fünf be 
zeichneten Punkte geht : 

2) z# = 0, 

wenn wir mit zf die Determinante bezeichnen : 


* 3 , 

y 3 , 

**. 

yz, 

zx, 

*?/ 

X * 

•v, 3 . 

*1*. 

■V. * 1 , 

*i**> 

*i9, 


St**, 

V. 

»3*31 

Z,x t , 


! 

»s*. 


VA 

*S*b. 


*I 3 . 

■Vi 3 . 

*4*. 

»4*4. 

*4*4. 

*4 »4 

1 *s 3 . 



■Vj ^51 

*»* 5 . 



denn es verschwindet die Determinante zf, so oft man für die variahelen Co- 
ordinaten die Coordinaten eines der fünf Punkte setzt. 

In diese Determinante lassen sich die Ausdrücke: 

U = ax + by + cz 
U, = ox, -f- by, + rz, 

eintühren wie folgt. Wir multipliciron die Elemente der ersten Vertikalreihe 
mit 11 und addiren dazu die mit b multiplicirten Elemente der letzten und die 
mit. <• multiplicirten Elemente der vorletzten Vertikal reihe. Dadurch wird : 



xU, 

J/ 3 . 

**, 

yz, 

ZX , 

xy. 

(l J = 

*i U„ 

.V, 

z - 
z \ » 

»i*.. 

* 1 * 1 . 



*5^6. 

y 5 3 . 

z * 

Z 5 » 

»6*51 

* 5 * 5 . 

*5?/5 


Multipliciron wir in dieser Determinante die Elemente der zweiten Vertikal 

reihe mit. b und addiren dazu die mit a multiplicirten Elemente der letzten und 
die mit c multiplicirten Elemente der vierten Vertikalreihe, multipliciron end- 
lich die Elemente der dritten Vertikalreihe mit c und addiren dazu die mit n 
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multiplicirten Elemente der vorletzten und die mit 6 mnltiplicirten Elemente der 
vierten Vertikalreihe, so erhalten wir schliesslich : 


xU, 

yU, 

zTJ 

«/*, 

* X , 

xp 

*A, 

Pl u 1 . 

z.77, 

Pi*>< 


X lPl 

x 3 U v 


zJJ-i 

Pi*!, 

*3*3, 

X-tP, 


7/3 77,, 

~*»v» 

Pl*3, 

*1*3. 

*3 .V3 

x t U„ 

P,u v 

'aU, 

M 1 . 

*4*1. 

X iPi 

*5^5- 

P>u ä , 


.V5*s» 

*5*5. 

x- a Oi 


Diese Determinante ist durch Striche in vier Quadrate getheilt. Wenn 
von den fünf gegebenen Punkten des Kegelschnittes die drei letzten in einer 
geraden Linie liegen, die durch die Gleichung 77=0 gegeben ist, so ver- 
schwinden sämmtliche Elemente des links unten gelegenen Quadrates und die 
Determinante selbst, zerfällt, in das Produkt von zwei Determinanten der Art, 
dass man hat: 


: xu, 

pU, 

elf 

7 / 3 * 3 , 

* 1 * 3 , 

*3 7/3 

abc d — 1 a,77,, 

P, u i< 

r,77, 

7/4*4. 

*4*4. 

*4?/4 

| x t TT t , 

P t U„ 

s i U i 

7 / 5 * 5 , 

*5*5. 

*5?/5 

oder einfacher: 








?/, * 

I 7 / 3 * 3 . 

*3*3. 

*3?/.1 

fi) abc 4= 7777,77, 


p v r. 

?/i*., 

*4*4. 

*4 ?/4 



?/ 2 . *s 

! 7 / 5 * 5 . 

*5*5- 

*57/5 


Es beweist dieses den Satz: 


Wenn von fünf gegebenen Punkten eines Kegelschnittes 
drei Punkte auf einer geraden Linie liegen, so zerfiillt der 
Kegelschnitt in zwei gerade Linien, von welchen die eine du ch 
die genannten drei Punkte geht, die andere die noch übrigen 
Punkte verbindet. 

Nach diesem Satze wird der durch fünf Punkte bestimmte Kegelschnitt in 
zwei gerade Linien zerfallen, wenn vier von diesen Punkten nuf einer geraden 
Linie liegen, und diese gerade Linie wird ein Theil des Kegelschnittes sein. 
Den zweiten Theil bildet aber eine jede gerade Linie, welche durch den fünften 
Punkt geht. Es kann demnach .der Kegelschnitt nicht vollständig bestimmt 
sein, während seine Gleichung 2) doch nichts Unbestimmtes enthält. Dieses 
Paradoxon werden wir lösen, wenn wir nachweisen, dass die Gleichung 2) J=0 
unter der angenommenen Bedingung eine identische Gleichung wird und des- 
halb keine Kegelschnitt- Gleichung sein kann. • 

Wenn 77, =0, 77 3 = 0 , 7/ 3 *=0, 77, =0 die Gleichungen der vier ersten 
Punkte des Kegelschnittes sind, welche der Annahme nach auf einer genulen 
Linie liegen, so haben wir unter 3<i) der neunten Vorlesung nachgewiesen, dass 
sich vier Eactoren x der Art bestimmen lassen, dass man identisch hat: 
x, U* + x 2 U* + x 3 7 / 3 » + x 4 77 , 1 =2 0. 

I* 
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Allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 


Diese in Rücksicht auf die Variabelen u, «, w identische Gleichung löset 
sich auf iu folgende sechs Gleichungen: 

Xjtr,* *4“ "4“ X 3 ;Z 3 “ + XjXj" = ü» 

x,#, 2 + w** + x s y* + * A y* =°> 

c *,«,* + x**, e + x :l r 3 2 + x 4 r 4 * =o, 

x, .v, e, + x i y i z 2 + x. t + x 4 y 4 jr 4 «= 0, 
x, zr, *„ + x t z.,x t + x. + x i e i x i = 0, 
x x x l y, + x 2 x 2 y t + XjX^ + XjXjj/j = 0. 

Gehen wir nun zurück auf die in 3) aufgestellte Determinante. Wenn wir 
in derselben zu den mit x, multiplicirten Elementen der zweiten Horizontal- 
reihe nddiren die mit x s multiplicirten Elemente der dritten Horizontalreiho, 
wenn wir ferner dazu addiren die mit x 3 multiplicirten Elemente der vierten 
und die mit x t multiplicirten Elemente der fünften Horizontalreihe, so erhlilt 
die Determinante nur den Factor x,. Es verschwinden aber auf Grund der an- 
gegebenen Gleichungen (3) sümmtlicbe Elemente der zweiten Horizontalreihe 
und man hat eine von selbst verschwindende Determinante x, J, die gleich 
Xull gesetzt, nicht mehr der analytische Ausdruck einer Curve sein kann. 

Der Kegelschnitt f(x,y,e) = 0 wird ein Linienpaar sein, wenn der linke 
Theil der Gleichung in zwei lineare Factoren A und II zerfiillt der Art, dass 
man identisch hat: 

lf(x,y,z) =dü. 

Aus dieser Gleichung gehen wieder identische Gleichungen hervor, wenn 
mau dieselbe nach den Variabelen partiell differentiirt: 


\r(*) 


- A^ + B 

vx 


rA 

dx' 


in^A^+nlf, 

Lässt man in diesen Gleichungen die Variabelen der Coordinatcn des 
Schnittpunktes der geraden Linien A — 0 und B — 0 bedeuten , in welche der 
Kegelschnitt zerfällt, so nehmen sie die einfachere Gestalten: 

7) • /» = <>, /■'(>/)= 0, f\i) = 0 

und das llesultut der Elimination : 


wird die Bedingnng sein , unter welcher der Kegelschnitt f(x , ;/, r) = 0_in ein 
Linienpaar zerfiillt. Es ist dieses dieselbe Hcdingungsgleirlmng, welche wir iu 
5) der achten Vorlesung auf einem andern, wcitläuftigeren Wege abgeleitet 
haben. Wir wollen es jedoch nicht verschweigen, dass das gleichzeitigelle- 
stehen der drei Gleichungen 7) in vielen Fällen ein durchsichtigeres Kriterium 
für ein Linienpaar ist, als die Gleichung 8). 
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Die Determinante auf der linken Seite der Gleichung 8) heisst die Dele r- 
minanto der Function f(x, y, z), weil ihre Elemente die zweiten partiellen 
Diffcrentialquotienten der Function sind. Auf Grund dieser DiHuition können 
wir nun den Satz aussprechen: 

0) Wen n f{r,y,s) — 0 d ie homogene Gleich ung eines Kegel- 
schnittes ist, so stellt dieselbe ein Linienpaar dar unter der 
Bedingung, dass die Determinante der Function f(x,y,s) ver- 
schwindet. 

Irgend zwei durch ihre Gleichungen in gewöhnlichen Punktcoordinaten 
gegebene Curven schneiden sich in Punkten, deren Coordinaten den beiden 
Gleichungen zugleich genügen. Es ist. daher die Zahl der Schnittpunkte zweier 
Curven gleich der Zahl derWerthepaare der Coordinaten, welche ihren Gleich- 
ungen zugleich genügen. Ist die eine Curve ein Kegelschnitt, andere eine 
gerade Linie, und man setzt den Werth von y ans der Gleichung der geraden 
Linie in die Gleichung des Kegelschnittes, so erhält man eine cpiadratische 
Gleichung' in x und jeder Wurzel dieser Gleichung entspricht ein Werth von »/, 
der sich aus der Gleichung der geraden Linie berechnen lässt. Man kann da- 
her sagen : 

Die gerade Linie schneidet den Kegelschnitt in zwei 
Punk ten. 

Hierauf basirt die Aufgabe: 

Die Gleichung des Punkte paar cs zu bestimmen, in welchem 
eingegebenerKegelschnitt von einergegebenengeraden Linie 
geschnitten wird. 

Wenn 


10 ) 


f(x,y,e) — 0, 
ax -f- by -f- c S — 0 

die Gleichungen des Kegelschnittes und der geraden Linie sind, und man ver- 
steht unter x, y, c die Coordinaten irgend eines der beiden Schnittpunkte, 
so wird 


11) «1 + vy + ioz = (') 
die Gleichung des Schnittpunktes selber sein. 

Die Elimination der homogenen Punktcoordinaten aus den aufgestellten 
Gleichungen giebt die Gleichung des gesuchten Punktepaares: 

12) f{ bto — er, nt — atc, av — btt) — 0. 

Dass diese Gleichung ein Punktepaar darstellt, wird man auch daraus 
ersehen können, dass der linke Theil derselben wirklich in zwei lineare Factoreu 
zerfällt, wofür wir die Bedingungen eben zuvor entwickelt haben. 

üm die Frage nach der Zahl der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte zur 
Entscheidung zu bringen, ordnen wir die in gewöhnlichen Punktcoordinaten 
gegebenen Kegelschnitt-Gleichungen nach den Potenzen der Variabcle y : 
a * + «iy+« 0 y*=0, 
b i + b iy+\» 1=z( \ 


Digitized by Google 



6 


Allgemeine Eigenschaften (Irr Kegelschnitte. 


indem wir mit den den Buchstaben a und b angohängten Indiens zugleich den 
Grad ihrer Ausdrücke in x bezeichnen. Mit diesen Gleichungen bestehen zu- 
gleich folgende : 

«2^ + «!^ + “o3f , = °. 

6 2 j/ + b o y 3 = 0. 

Die. Elimination sSmmt.licher Potenzen von y wie aus linearen Gleichungen 
ergiebt eine biquadratische Gleichung in x. Der einer Wurzel x dieser Gleich- 
ung entsprechende Werth von y wird erhalten, wenn man aus den beiden ersten 
Gleichungen die Potenzen y und y 1 wie aus linearen Gleichungen berechnet. 
Wir schliesscn hieraus: 

Zwei Kegelschnitte schneiden sich in vier Punkten. 

Dieser f^tz trifft sichtbar zu, wenn die Kegelschnitte Linienpaare werden, 
und dieUebereinstimmung kann als Beweis gelten, dass die aus der Elimination 
hervorgegangene biquadratische Gleichung nicht etwa durch eine ungeschickte 
Ojmration einen überflüssigen Factor erhalten hat, durch welchen der Grad der 
Gleichung unntithig erhöht ist. 

Die Gleichung der vier Punkte zu bestiramou, in welchen 
sich zwei gegebene Kegelschnitte f(x,y,z) = 0 und <p (x, y, z) = 0 
schnoiden. 

DieseAnfgabe verlangt die Elimination der Variabelen x ,y,e aus folgenden 
drei Gleichungen : 

•lf(x,y,e)~ xflx) +yf{ y) + ef\z) = 0, 
2(p(x,y,e)=x<p'(x) + y<p\y) + «qp'(tt)=0, 

R = xu + yv + zu> =0. 

Eliminirt man die ausserhalb der Functioncnzeichen stehenden Variabelen 
x, y, s wie aus linearen Gleichungen, so erhält man: 

n-r), ny\ r«i 

1) == \ <f (x), <p'(y), <p'(e) = 0, 

U, V, w, | 

eine homogene Gleichung des zweiten Grades in Rücksicht auf die Variabelen 
x,y,z und des ersten Grades in Rücksicht auf u, v, welche zugleich mit den 
drei angegebenen Gleichungen besteht. Wir haben, demnach folgende sechs 
Gleichungen : 

f(x,y,z) = 0 , ip(*,y,*) = 0, D = 0 , 

*J? = 0, = 0, sJ? = 0 

des zweiten Grades in x,y,e, und die Elimination der sechs Potenzen und 
l’roducto dieser Variabelen wie aus linearen Gleichungen ergiebt die gesuchte 
Gleichung der vier Schnittpunkte: 

Asti 

Es ist dieses eine homogene Gleichung des vierten Grades in Rücksicht 
auf die Liniencoordinaten w, t>, «?, weil vier von den sechs hervorgehobenen 
Gleichungen in Rücksicht auf dieselben Variabelen linear und homogen sind. 
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Diese Gleichung ZZ = 0 geht über in die oben erwiibute biquadratische 
Gleichung in x, wenn man setzt « = r = 1, t> = 0, w — — x. Denn dadurch 
wird von den drei Gleichungen, aug welchen die Variabelcn x,y.x zu eliminiren 
waren, die dritte eine identische Gleichung und «lie beiden ersten die Gleichungen 
der Kegelschnitte, ausgedrückt in gewöhnlichen Punktcoordinaton. 

Durch vier Punkte ist ein Kegelschnitt nicht vollständig bestiinml. 
Nehmen wir nun an, dass die vier Punkte gegeben seien als die Schnittpunkte 
von zwei gegebenen Kegelschnitten f{x,y,z) — 0 und ip(x,y,x) = 0, go stellt 
die Gleichung: 

13) f(x,y,z) — l<p(x,y,z)=Cl 

mit dem willkürlichen Foclor z die ganze Schaar von Kegelschnitten dar, 
welche sich in denselben vier Punkten schneiden. Denn wenn x, »/, t die t'o- 
ordinaten eines Schnittpunktes der beiden genannten Kegelschnitte bezeichnen, 
so machen sie sowohl die Function f als die Function <f verschwinden. K» 
verschwindet also auch der linke Theil der Gleichung 13), wenn die Variabclen 
die Cnordinntcn des Schnittpunktes bedeuten. Der Kegelschnitt 13) geht also 
in der Thal durch die vier Schnittpunkte der gegebenen beiden Kegelschnitte. 
Die Gleichung 13) stellt aber auch jeden beliebigen Kegelschnitt aus der 
Schaar dar. Denn fixiren wir irgend eineu Punkt auf ihm, wodurch er voll- 
ständig bestimmt wird, so können wir dem Factor k immer einen solchen Werth 
beilegen, dass der Kegelschnitt 13) durch diesen Punkt geht. 

Wenn die gegebenen beiden Kegelschnitte Linienpnnrc sind , so wird sich 
immer ein Factor Z der Art bestimmen lassen, dass 13) das dritte Linienpaar 
wird, welches durch die Schnittpunkte der beiden gegebenen Linienpaare geht. 
Daraus entspringt der Satz: 

14) Wenn Q *= 0, Q, 0, = 0 die Gleichungen von drei 

Linien paarensind, welche durch dieselben vie r Punk te gehen , 
so lassen sich drei Factoren </ der Art bestimmen, dass mau 
identisch hat: 

<lQ + r h Gi +9iQt= 0, 

und umgekehrt, schneiden siehjezwei Linienpaare in denselben 
vier P unkten, wenn sich Factoren der genann ten Art bestimmen 
lassen. 

Der Vergleich dieses Satzes mit dem Satze 21) der achten Vorlesung lehrt, 
dass drei Linienpaare der Involution zu betrachten sind als drei Linienpaare, 
welche durch vier Punkte gelegt sind in dem Grenzfalle, wenn die vier Punkte 
zusammenfallen. 

Da sich durch vier Punkte drei Linienpaare legen lassen, so wird man 
den Factor A in der Gleichung 13) auf dreifache Art so bestimmen können, dass 
die Gleichung 13) jedes Mal ein Liuitnpaar darstellt. Dieser Factor ergiebt 
»ich als die Wurzel einer kubischen Gleichung, die mau erhalt, wenn mim die 
Determinante der Function auf der linken Seite der Gleichung 13) gleich Null 
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Allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 


setzt. Penn wonn die genannte Determinante verschwindet, so wird nach Satz 
8) dio Gleichung 13) ein Linienpitar darstellen. 

Wir brechen hiermit ab in der Absicht, den beregten Gegenstand, die drei 
Linienpnare, welche durch die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte gehen, in 
einer späteren Vorlesung über die Auflösung zweier Gleichungen dos zweiten 
Grades mit zwei Unbekannten einer ausführlicheren Piscussion zu unterwerfen. 


Siebenzehnte Vorlesung. 

Polt* und Polaren der Kegelschnitte. 

Nachdem wir in der vorhergehenden Vorlesung den Kegelschnitt definirt 
haben als den geometrischen Ort aller Punkte, deren homogene Coordinaten 
oinor gegebenen Gleichung des zweiten Grades gentlgen: 

1) *) = °i 

so bringen wir dieselbe in Verbindung mit den Coordinaten eines beliebigen 
Punktes einer geraden Linie, von welcher zwei Punkte 0 und 1 durch ihre Co- 
ordinaten x 0 , y 0 , r 0 und x t , y,, z, gegeben seien. Alsdann bat man auf Grund 
der elften Vorlesung folgende Ausdrücke der Coordinaten dos beliebigen 
Punktes : 

* = *ü+ 

2) y=y« + *y„ 

z = * 0 + Az,. 

Pieser Punkt wird der Schnittpunkt der geraden Linie und des Kegel- 
schnittes sein, wenn die Variabele A so bestimmt wird, dass die Coordinaten 
des Punktes in die Gleichung des Kegelschnittes gesetzt, der Gleichung gentlgen, 
das ist unter der Bedingung : 

3) f(x u + Ar,, y 0 + Ay„ z„ + Az,) = 0. 

Per Umstand, dass diese Gleichung eine in A quadratische Gleichung ist, 
beweiset auf s Neue den in der vorhergehenden Vorlesung aufgostellten Satz, 
wornach eine gerade Linie den Kegelschnitt in zwei Punkten schneidet. Penn 
setzt man in 2) für A die eine oder dio andere Wurzel der Gleichung ein, so 
werden x, y, z dio Coordinaten des einen oder des andern Schnittpunktes. 

Pie Schnittpunkte werden reell oder imaginär, je nachdem die quadratische 
Gleichung reelle oder imaginäre Wurzeln hat. In dem Grenzfalle, wenn die 
Wurzeln gleich werden, fallen die Schnittpunkte zusammen und die gerade 
Linie Gl wird Tangente des Kegelschnittes. Pieses trifft zu, wenn das un- 
harmonische Verhältnis des gegebenen Puuktepaarcs zu dem Scbnittpnnkte- 
paaro gleich + 1 wird 

Im Allgemeinen ist das Verhält, niss derWurzeln der quadratischen Gleich- 
ung das unharmonische Verhältnis des Punktepaares , in welchem die gerade 
Linie 01 den Kegelschnitt schneidet, zu dem gegebene« Punktepaare 0 und 1. 

Pie eben angeführten Thatsachen machen es wahrscheinlich , dass die 
quadratische Gleichung 3) die Quelle sein werde weiterer geometrischer 
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Wahrheiten. Wir unterwerfen deshalb die genannte Gleichung einer ausführ- 
lichen Discussion. 

Die Gleichung 3) nimmt , nach Potenzen der Unbekannten A entwickelt, 
die Gestalt an: 

4) + A*/-„=0, 

wenn: 

2 = 2 f(x 0 , y,„ z 0 ) = *,/'(*o) + y a f'(%) + z 0 f (z„), 

2f lt = 2 /(*, , y v 2 , ) = -r, f(x , ) + y, Ay,) 4 - *, A«, ), 

2f aX = * 0 A*i) + 2/oAy,) + *o/"(*l> 

= *, A*J + y, Ay«) + -’i A*„). 

Diese Ausdrücke der Coefficienten in der quadratischen Gleichung 4) sind 
Functionen der sechs homogenen Coordinaten der beliebig gegebenen Punkte 
0 und 1. Sie sind zusammengesetzt aus den partiellen Differentialqnotienten 
der Function f, nach den Variabelen genommen, und der Variabelen selber. Sie 
können aber auch dargestellt werden als Functionen der Diflferentialquotienten, 
wie wir dieses in dem allgemeinen Falle der Function f ol naehweisen werden. 
Man hat nämlich identisch : 


5) 


«i»0*0 

+ 

"o,y 0 

+ 

«01*0 

- if (*„) 

= 0, 

«10*0 

+ 

«11^0 

+ 

« 12*0 

- lAy„) 

=0,. 

«30*0 

+ 

«äiJfo 

+ 

« 22*0 

- in*») 

= 0 , 

in*,).*« 

,+i f(y,).y„+ \f\* i)-* 0 

- n 

=0. 


Eliminirt man aus diesen vier Gleichungen die ausserhalb der Functionzeichen 
stehenden Variabelen, x 0 , y 0 , e 0 wie die Unbekannten aus linearen Gleichungen, 
so wird : 


= 0, 


und hieraus erhält man, wenn man mit A die Determinante der Function f 
bezeichnet : 


«oo> 

«01» 

«02, 

in* 0 ) 

« 10 . 

«11» 

«11, 

iAy«) 

«20* 

«21» 

«22 > 

i f (* 0 ) 

in*,), iAy, 

i\ in,), 

/i, 


6 ) 


A = 


W 

°01> 

«02 

l 10' 

«in 

«12 

'io, 

«2I> 

«22 


den Ausdruck dor bilinearen Function f a . selber : 


7) 


L=~ 


m*o) 1 

i r(y„) 

iAV 

0 


iH*,), iA*), iA*,) 

Es drückt sich demnach die Function f durch ihre Diffontialquotienten aus 
wie folgt : 


8) 


f(x,y,z)=- 



« 00 , 

«0I> 

«02> 

in*) 

1 

« 10 , 

«11, 

«12, 

iAy) 

A 

« 20 , 

«21, 

°22> 

irw 


i /•'(*), 

i/’V 

im 

0 
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jedoch darf die Function f nicht in lineare Fartoren zerlegbar sein, weil dann 
die Determinante A verschwindet, wodurch der Ausdruck der Function 
illusorisch wird.* 

Nehmen wir nun die oben abgebrochene Betrachtung des unharmonischen 
Verhältnisses dos gegebenen Puuktepaares 0 und 1 zu dem Schnitt punkte- 
paare der geraden Linie 0 1 um! des Kegelschnittes wieder auf. Das genannte 
unharmonische Verhältnis» war das Verhältnis» der beiden Wurzeln der 


* Um die Frage nach dem weitesten Ausdrucke der Function f durch ihre 
partiellen Diffcrcntialquotientcn in dein beregten Falle anfzunehmen , betrachten 
wir die Determinante 



a 00> 

» 

%< 

k im 


! a ll>» 

a \\1 

n it» 

K if(y) 

4- 

«». 



b, !/'(*) 


Co, 

Cu 

Ct> 

X, 0 


im, im 

im. 

", f 


Multi pliciren wir die Elemente der drei ersten Vertikalreihen respectivc mit 
x, y, z und ziehen sie von den Elementen der letzten Vertikalreihe ab, so ändert 
sich die Determinante nur in ihrer Form. Die Formänderung ist wahrzunehmen 
nur in den Elementen der letzten Vertikalroihe, deren Elemente der Reihe nach 
werden : 

0, 0, 0, + C, y + c,z), o. 

Es ist daraus ersichtlich, dass die Determinante J den in Rücksicht auf die 
Variabelcn x, y, i linearen Factor c = c 9 t + c,y + c t z hat und dass sie sich so 
darstellen lässt: 

Uoo» rt oi > f *oj, h 0 

«to, Ou. fl it» 

Uro, o«t, «»«> b 

| */». if(sD, i/», 0 

Multipliciren wir nun in der Determinante auf der rechten Seite der vor- 
liegenden Gleichung die Elemente der drei ersten Horizontalreihen mit x, y, - und 
ziehen »ic von der letzten Horizontnlreihe ab, so erhalten wir eine Determinante, 
aus welcher sich auch der lineare Factor b = bx + b,y+ b t z absondern lässt, so 
dass schliesslich die vorgelegto Determinante die Form erhält: 

4 — — cbA. 

Verschwindet nun die Determinante A, so verschwindet auch 4, und aus der 
Gleichung 4 = 0 ergiebt sich, dass in dem vorliegenden Kalle die Function f durch 
ihre partiellen Dilferentialquotienten mit Zuziehung von willkürlichen Constanten 
b, c und X ausgedrückt werden kann wie folgt: 


OfKh 


a o*t 

b 


floot 

CT on 

f, Oiy Oo, 

i m 

«|0, 

fl n> 

a lf» 

b , 

/■= - 

O|0s 

<*ti» 

(t li’ ^1» 

if'iy) 



a tf» 

b ! 



b t , 

i m 


Ci 

Ci 

1 


C& 


Cf • 

0 






i A*). 

i/’ty), 

4A*), o, 

0 


Eine Ausnahme davon bildet der Fall, wenn mit der Determinante A der 
Function /' zugleich sainmtliehe Uutcrdctcruiiuantcn verschwinden. In diesem 
Falle ist jede homogene Function der partiellen Ditl'crentialquoticuten vom zweiten 
Grade, mit einem passenden constanten Factor multiplicirt, der Ausdruck für die 
Function f. 
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quadratischen Gleichung 4). Dieses Verhiiltniss wird oin harmonisches, wenn 
die Summe der Wurzeln verschwindet, das ist, wenn f ul = 0 wird. 

Man nennt zwei Punkte harmonische Pole des Kegelschnittes, 
wenn ihre Verbindungslinie den Kegelschnitt in zwei Punkten schneidet , die har- 
monisch sind zu den beiden Punkten. ' Die Bedingung für ein harmonisches 
Polenpaar 0 und 1 ist demnach die Gleichung / 01 = 0 oder wenn wir mit x, y, e 
die Coordinaten des Punktes l bezeichnen : 

9) *r(* Q )+»ny«) +*/"(*„) =o. 

Nehmen wir nun an, dass der Punkt 0 gegeben sei, der Punkt 1 al>cr ge- 
sucht werde, so sehen wir, dass seine Coordinaten der linearen Bediugungs- 
gleichuug 9) zu genügen haben , welche Gleichung eine gerade Linie darstcllt. 
Diese gerade Linie, auf welcher der dem gegebenen Punkte 0 xugeordnete har- 
monische Pol beliebig angenommen werden kann, heisst die Polare des ge- 
gebenen Punktes und der gegebene Punkt wird der P o 1 genannt. Es ist demnach 
die Polare eines gegebenen Punktes der geometrische Uri. des dem gegebenen 
Punkte zugeordneten harmonischen Poles oder, anders ausgedrückt, der geo- 
metrische Ort des vierten harmonischen Punktes aut den durch den gegebenen 
Punkt, gehenden Strahlen. 

Die in der dreizehnten Vorlesung angeführte Coustruction der Polare für 
den Kreis gilt ebenso für den Kegelschnitt. 

Nehmen wir nun auf der Polare 9) einen Punkt 1 beliebig an, so genügen 
seine Coordinaten der Gleichung: 

*i fW + !/i /"(.»/„) + (*„) = 

und dio Gleichung der Polare dieses Punktes wiril : 

fO) + */, f'(y) + * t f (*) = 0. 

Da diese Gleichung aber auf Grund der vorhergehenden erfüllt wird, wenn 
man für die variablen Coordinaten die Coordinaten des Punktes 0 setzt , so 
geht dio Polare des Punktes 1 durch den Pol 0, was wir so ausdrücken können: 

10) Die Polaren aller Punkte auf einer geraden Linie 
schneiden sich in dem Pole der geraden Linie. 

Dieser Satz verschafft uns das Mittel den Pol zu eonstruiren, wenn seine 
Polare gegeben ist. Er lässt sich auch umkehren wie folgt: 

11) Wenn eine gerade Linie sich um einen Punkt in ihr 
dreht, so beschreibt der Pol die Polare des Drehpunktes. 

Der Pol 0 liegt von seiner Polare 9) bald weiter entfernt, bald näher, je 
nach seiner Lage zu dem Kegelschnitte. Er kann seihst in seine Polare fallen. 
Dieses trifft zu , wenn die Coordinaten * 0 , y 0 , der Gleichung 9) genügen, das 
heisst, wenn f{x a . y u , s 0 ) — 0. 

Es fallt demnach der Pol nur dann in seine Polare, wenn er in der 
Peripherie des Kegelschnittes liegt. In diesem Fallo hat auch die Polare eine 
ausgezeichnete Eigenschaft. Denn erinnern wir uns der Construetion von 
Punkten auf der Polare durch Strahlen , welche von dom Pole ausgehen, so 
giebt dieselbe in dem vorliegenden Falle nur Punkte, welche mit dem Pole zu- 
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sammonfnllen, ausgenommen wenn der Strahl den Kegelschnitt in einem unend- 
lich nahen Punkto schneidet, das heisst, wenn der Strahl Tangente des Kegel- 
schnittes wird, unter welcher Bedingung jeder Punkt der Tangente als der 
vierte harmonische Punkt, zu betrachten ist. Wir schliessen hieraus: 

12) Wenn der Pol auf dem Kegelschnitte selbst liegt, so ' 
wird seine Polare Tangente des Kegelschnittes für den Pol, und 
der Pol der Tangente e’ines Kegelschnittes ist ihr Berühr ungs- 

p u n k t.. 

Es ist demnach 9) die Gleichung der Tangente des Kegelschnittes in dem 
Punkte 0, wenn dieser Punkt, ein Punkt des Kegelschnittes ist. 

Die von einem gegebenen Punkte ausgehenden Tangenten eines Kegel- 
schnittes construirt man nach dem Vorhergehenden , wenn man die Schnitt- 
punkte der Polare und des Kegelschnittes mit dem gegebenen Punkte durch 
gerade Linien verbindet. Diese Verbindungslinien sind Tangenten des Kegel- 
schnittes, weil die Schnittpunkte der Polare, als Pole betrachtet., Polaren haben, 
welche sich in dem gegebenen Punkte schneiden. 

Wie vorhin dem Pole, so können wir auch der Polare eine specielle Lage 
geben, sie zum Beispiel in das Unendliche fallen lassen und die Eigenschaften 
des Poles untersuchen. Dieses wird auf den Mittelpunkt des Kegelschnittes 
führen. 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der Polare, dass sie mit dem 
Kegelschnitte jeden Strahl harmonisch theilt, der von dem Pole ausgeht. Liegt 
nun die Polare im Unendlichen , so schneidet jeder von dem Pole ausgehende 
Strahl die Polare in eim m Punkte des Unendlichen. Der ihm zugeordnet« 
harmonische Punkt auf dem Strahle liegt in derMitto der beiden Schnittpunkte. 
Wir können demnach sagen: Der Pol der geraden Linie im Unendlichen halbirt 
jede Sehne des Kegelschnittes, welche durch ihn geht. Ein Punkt aber, der 
jede durch ihn gehende Sehne des Kegelschnittes halbirt, heisst. M ittelpunkt 
des Kegelschnittes. Auf Grund dieser Definition können wir nun den 
Satz aussprechen : 

13) Der Pol der geraden Linie, welche im Unendlichen 
liegt, ist der Mittelpunkt des Kegelschnittes. 

Die eben angestellte geometrische Entwickelung fordert auf zur Be- 
stimmung der Uoordinatcn des Mittelpunktes eines Kegelschnittes. Um dieser 
Aufforderung nachzukommen, gehen wir zurück auf die Gleichung 9) der Polare 
des Punktes 0. Diese Polare füllt in das Unendliche unter den Bedingungen: 
/“(*„) = 0 , 

Es sind also dieses die linearen Gleichungen, aus welchen die homogenen 
Coordinaten x u , y a , z a des Mittelpunktes zu bestimmen sind. Jode Gleichung 
für sich stellt eine gerade Linie dar, welche zu dem Kegelschnitte in einer ganz 
bestimmten Beziehung steht. Diese Beziehung ergiebt. sich aus der Gleichung 
der Polare x r ,f{x), + %f'{x) -(- s ü f\z) ~ 0 des Poles 0, wenn man den Pol 
entweder in das Unendliche x -Are , oder in das Unendliche der y-Axe rücken 
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lässt. Denn setzt man in dem ersten Falle x 0 = l, y u — 0, rr„ = 0, und im 
zweiten Falle x 0 = 0, t/ 0 = 1, r o =0, so erhält man die Gleichungen der Polaren 
der genannten beiden Punkte im Unendlichen : 

14) /"(*) = o, f(y)= 0, 

welche, abgesehen von der Bezeichnung der Unbekannten, mit den vorhergehen- 
den Gleichungen vollkommen (lbereinstimmen. Und in der That muss sich 
auch nach dem Satze 8) der Pol der geraden Linie im Unendlichen, das ist der 
Mittelpunkt des Kegelschnittes, als der Schnitt der Polaren jener beiden auf 
den Coordinatenarcn im Unendlichen gelegenen Punkte bestimmen lassen. 

Es erhebt sich nun die Frage, ob der Mittelpunkt des Kegelschnittes auf 
der Curve selbst liegen kann. Dieses wird zutreffeu, wenn die ans 14) be- 
rechneten Werthe der Ooordinaten in die Gleichung xf'(r)-{-yf'(y) + if\z )~ 0 
des Kegelschnittes gesetzt, der Gleichung genügen. Da aber die beiden ersten 
Glieder der letzten Gleichung auf Grund von 14) verschwinden, so wird der 
Mittelpunkt des Kegelschnittes auf der Curve selber liegen, wenn folgenden 
drei Gleichungen zugleich genügt werden kann: 

15) rw=<>, r(y)=o, /•(/) = 0. 

Es sind dieses die Gleichungen 0) der vorhergehenden Vorlesung, der Be- 
dingungen für ein Linienpaar. Wirkfinnen demnach sagen: 

16) Wenn der Mittelpunkt eines Kegelschnittes auf der 
Curve selbst liegt, so ist der Kegelschnitt ein Linien paar und 
sein Mittelpunkt der Schnittpunkt des Linienpaares. 

Die die Coordinaten des Mittelpunktes eines Kegelschnittes / (x, y, e) = 0 
bestimmenden Gleichungen 14) sind folgende: 

a l «* + «o!y + a o* <f = 0 , 

« 10 * + « 11 * + «„* = <>. 

Die Werthe der Unbekannten in ihnen stellen sich dar als Brüche mitdem- 
selben Nenner, der folgende Determinante ist: 

^ j «oo. «oi I 

1 «io. «ii r , 

Verschwindet sie, so werden die Coordinaten des Mittelpunktes unendlich gross 
und der Mittelpunkt liegt im Unendlichen. Von Kegelschnitten dieser Gattung 
sagt man, dass sic keinen Mittelpunkt haben, und nennt sie Parabeln. Alle 
anderen Kegelschnitte haben Mittelpunkte, welche im Endlichen liegen. Wir 
drücken dieses kurz so aus: 

18) Wenn f{x,y,z) — 0 die homogene Gleichung eines Kegel- 
schnittes ist, so stellt dieselbe eine Parabel dar unter der Be- 
dingung, dass diejenige U u terde ter m inan te der Function f(x,y, i) 
verschwindet, welche dem letzten Elemente o w entsprichst. 

Der .Mittelpunkt eines Kegelschnittes kann unter Umständen der Anfangs- 
punkt des Coordinatcnsystemes sein. Es muss sich dieses aber in der Gleichung 
des Kegelschnittes selbst geltend machen, die in diesem Falle Mittelpunkt- 
Gleichu ng genannt wird. Die Coordinaten des Anfangspunktes sind x—y = 0 
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Setzen wir diese Werthe der Coordinaten in die letzten, den Mittelpunkt be- 
stimmenden Gleichungen , so erhalten wir n M == a„ = 0. Das will sagen : I n 
der Mittelpunkt-Gleichung eines Kegelschnittes fehlen die 
beiden Glieder, welche die erste Potenz von x und die erste 
Potenz von y zum Factor haben. 

Wenn diese beiden Glieder in der Gleichung der Kegelschnitte fehlen, so 
kann mau auch direct nach weisen, dass jede durch den Anfangspunkt gezogene 
Sehne durch ihn halbirt wird. Denn wenn x, »/, z die Coordinateu des einen 
Schnittpunktes der Sehne sind, welche der Gleichung des Kegelschnittes ge- 
nügen, so genügen auch die Coordinateu x, »/, — z des auf der anderen Seite der 
Sehne gleichweit von dem Anfangspunkte entfernten Punktes der Gleichung. 

Die Bestimmung der Coordinaten des Mittelpunktes eines Kegelschnittes 
lässt sich auch als eine Aufgabe der Differentialrechnung auffassen. Denn 
machen wir von den gewöhnlichen Coordinaten Gebrauch, indem wir z -- 1 
setzen, so bestimmen bekanntlich die Gleichungen 14) die Werthe der Variahelen, 
welche die Function f(x, »/. 1) zu einem Maximum oder Minimum machen. Wir 
können daher sngen: 

19) Die Coordinaten des Mittelpunktes eines Kegel- 
schnittes f(x,y, 1)=0 haken die charakteristische Eigenschaft, 
die Function f(x,y, 1 ) zu einem Maximum oder Minimum zu 
machen. 

Auf die Untersuchung, oh ein wirkliches Maximum oder Minimum vorliogt., 
gehen wir hier nicht, näher ein, bemerken aber, dass dieselbe auf den Unter- 
schied der beiden Geschlechter der Kegelschnitte führen würde, welche einen 
Mittelpunkt haben, von welchem Unterschied in d<-r einundzwauzigsten Vor- 
lesung dio ltcde sein wird. 

Wir wollen uns nun ein algebraisches Hülfsmit toi schaffen, welches dazu dienen 
soll, um von den Coordinaten des Polcs zu den Coordinaten seiner Polare und 
umgekehrt von den Coordinaten der Polare zu den Coordinaten des Poles über- 
zugehen. Zu diesem Zwecke wenden wir uns der Gleichung der Polare 9) des 
Punktes 0 wieder zu. Bezeichnen wir mit u 0 , r u , die Coordinaten der Polare, 
so können wir setzen : 

J f'W = «o. i /''(.»/„) — 'b> •’ f K) — 

und erhalten daraus mit Weglassung des Index 0 folgende Relationen zwischen 
den Coordinaten x, */, z und den Coordinaten «, v, tr seiner Polare: 

20) ‘ */•'(*)-=«, 4f(y)=?, 4 /» = ><’■ 

Will man umgekehrt die ( Koordinaten des Polos durch die Coordinaten der 
Polare ausdrüeken, so hat man diese linearen Gleichungen 20) mich den Un- 
bekannten x, y, z aufzulösen, was in dem Folgenden geschehen soll. 

In 8) ist dio Function f der Variabel«! X, y, z als eine Function ihrer par- 
tiellen Diffurentiali|untienten dargestellt werden, welche unter Vermittelung der 
Relationen 20) in eine Function /*’(«, v, tr) der Variubelen «, t>, ir üliergeht, so 
dass man hat: 
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21) 


/X*> y,*) = F («, «■> «•) = — 


Ä 


**00» a 01l °U2> W 

a io> a iu a is> v 

^20» fl 2P a i2» *0 

M, V, «O, 0 


Die Functionen f[xyz) und F(uvtc) heissen reciproke Functionen, 
weil, wie es sich sogleich zeigen wird, eine jede aus der andern durch dieselbe 
Ojieration hervorgeht. 

Um dieses zu beweisen, heben wir zwei Formen der Function F hervor : 
F(u, v , tc) = f(x, y, z) 

F( m, tc) = xu -)- yv + z w. 

Es sind dieses Gleichungen, welche unter Vermittelung der Gleichungen 
20) identische werden , sowohl in Rücksicht auf die Variabelen x,y,z, als in 
Rücksicht auf die Variabelen u, r, w. Die partielle Differentiation nach den 
letzteren Variabelen ist daher auch erlaubt und es entstehen danius gerade die- 
jenigen Gleichungen, welche wir abzuleiten beabsichtigen. 


Die Differentiation nach derVariabcle «der ersten Gleichung ergiebt: 

C(.)= |i /•(.) + !* Ar) + |t/W 


\(>x .Sy dz I 

==2 {du U+ du V+ .^ t 1P I 


und der zweiten Gleichung: 

v'i \ . \ Sx . d y . \ 

F C*) = * + \dü U+ dn V + du W }- 


Dividirt man die erste von diesen Gleichungen durch 2 und zieht sie von 
der letzten Gleichung ab, so erhiilt man: 

J- F'(u) = x. 

Auf diese Weise erhiilt man durch Differentiation derselben beiden Gleich- 
ungen nach den Variabelen u, v, ir der Reihe nach die Gleichungen : 

22) lF(«) = z, iF'(v) = y, j F» s. 

Es sind diese Gleichungen nichts Auderes, als die Auflfisnngen der Gleich- 
ungen 20). 

Man kommt demnach, wenn die Function F' gegolten ist, auf dieselbe Weise 
zu der Function f, als umgekehrt. Man braucht für die halben partiellen' 
Differeutialquotientcn der gegebenen Function F nur neue Variabelen in Fein- 
zu führen, um den Ausdruck der reciproken Function f zu erhalten. 

Die oben dargelegte Reciproeität der Functionen /"und -firniss sich auch in 
der Geometrie geltend machen und es wird unsere niiehste Aufgabe sein, sie 
zur Anschauung zu bringen. 

Wir gehen zu diesem Zwecke von den Gleichungen 20) oder, was dasselbe 
ist; von den Gleichungen 22), den Relationen zwischen den Coordinaten des 
Pole« und den Coordinaten seiner Polare aus, welche, wie wir gesehen haben, 
die folgende Gleichung zu einer identischen Gleichung machen: 
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23) f(x,y,i) = F(u, v,u>). 

Diese Gleichung sagt uns, dass ihr rechter Theil verschwinden muss, wenn 
der linke Theil verschwindet. Der linke Theil verschwindet aber nur, wenn 
der Pol den Kegelschnitt durchläuft Da unter dieser Voraussetzung nach 12) 
die Polare Tangente des Kegelschnittes wird, so machen ihre Coordinaten u, v, je 
auch die Function F verschwinden , aber nur in dem vorgesehenen Falle. Es 
werden daher M, v, *o nur dann die Coordinalen einer Tangente des Kegel- 
schnittes sein, wenn sie der Gleichung genügen: 

23) F(u, v, «•) =0, 

und umgekehrt werden die < 'oordinaten einer jeden Tangente des Kegelschnittes 
diese Gleichung befriedigen. 

Denkt man sich nun den Kegelschnitt gegeben , nicht wie zu Anfang der* 
vorhergehenden Vorlesung durch seine Punkte, sondern durch seine Tangenten, 
so ist die angegebene Gleichung 24) der analytische Ausdruck des Kegelschnittes. 
Wir werden deshalb dieGleichung 24) die Gleichung des Kegelschnittes 
in Liuicncoordinaten nennen. Denn jede gerade Linie, deren Coordinaten 
der Gleichung genügen, ist Tangente des Kegelschnittes, jedoch keine andere. 

Die einzige Ausnahme von der doppelten Darstellung des Kegelschnittes 
durch seine Gleichung f — 0 in Punktcoordinuten und durch seine Gleichung 
F— 0 in Liniencoordiuateu macht das Linienpaar. Denn in diesem Falle ver- 
schwindet in 8) und 21) die Determinante A und es lässt sich nicht mehr wie in 
8) die Function f eindeutig als eine Function ihrer partiellen Ditferential- 
quotienten oder, wie in 21), als eine Function der Liuicncoordinaten darstellen. 

Eine eingehendere Untersuchung der Function F mit Weglassung des 
unendlich werdenden Factors würdeergeben,dass sie das Quadrat, ist einer linearen 
Function, welche gleichNull gesetzt, dieGleichung des Punktes wird, in welchem 
sich das Linienpaar f= 0 schneidet. 


Achtzehnte Vorlesung. 

Weitere allgetneiue Eigenschaften der Kegelschnitte. 

Nachdem wir in der vorhergehenden Vorlesung, von der Gleichung li 
f(x,y,s)~0 des Kegelschnittes in Punktcoordinuten ausgehend, am Schlüsse 
derselben den Begriff der Kegelschnitt-Gleichung 20) F(u, v, w) — 0 in Linien- 
coordinaten entwickelt haben, so empfiehlt es sich, an diese Gleichung ganz 
analoge Betrachtungen anzuknüpfen, als in der sechszehnten Vorlesung an die 
Gleichung f(x,y , p) = 0. Und in der That. bezweckt diese Vorlesung Nichts 
weiter, als die in jener Vorlesung aufgestellten Gleichungen nach Veränderung 
der Punkteoordinaten in Liuicncoordinaten geometrisch zu interpretiren. 

Die Function F(h, v, w ) hat die Form : 

1) F(u t v, w) = Cgg« 2 + e u n 2 + c w «! 2 +- 2e ls tMc + 2e io tcu + 2e ol uv 
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und die Verhältnisse der sechs Coefficienten c in der Gleichung F(u, r, w) = 0 
des Kegelschnittes werden die Natur und die Lage des Kegelschnittes bedingen. 

Wenn der Kegelschnitt eine durch ihre Coordinaten gegebene gerade Linie 
als Tangente hat, so müssen diese Coordinaten, an Stelle der Variahelen gesetzt, 
der Kegelschnitt -Gleichung genügen. Dieses giebt eine lineare homogene Be- 
dingungsgleiehnng zwischen den Coefficienten. Da nun fünf solcher Bedingungs- 
gleichnngen erforderlich sind, um die Verhältnisse der sechs Coefficienten fest- 
zustellen, so erkenneu wir darin don Beweis des Satzes: 

Durch fünf beliebig ge wählte Tangenten ist. im All gemeinen 
der Kegelschnitt bestimmt. 

Unter gewissen Umständen kann der Kegelschnitt ein Punktepaar werden, 
unter anderen Umständen knnn er unbestimmt bleiben. 

Bezeichnen wir mit «, t’, ir die variabelen Coordinaten der Taugente eines 
Kegelschnittes und mit angehängten Indices die Coordinaten von beliebig ge- 
gebenen fünf Tangenten, so haben wir folgende sechs Gleichungen : 

* («, r, «) = 0, F(u„ v„ ir,) = 0, F(« SI »■„, ir a ) = 0, 

«’s) = °. *’i. «’.) = 0. -fX«5- 'V «’s) = 

aus welchen durch Elimination der sechs Coefficienten e die (ileichung desjenigen 
Kegelschnittes hervorgeht, welcher die fünf gegebenen Tangenten hat: 

2 ) d = 0 , 

wenn wir unter d die Determinante verstehen: 



< 

e», 

W % , 

V IC, 

<4)14, 

UV 


«i*. 

V. 

«’i 2 , 



ii, r, 

3) = 

«4*. 

«3*. 

«4*. 

«3*. 

«’**. 
fr ^ 

n 3 1 

V r 4. 

«’S «4. 

«’s «3- 

«4«4 

«3»’3 


« 4 *. 

« 4 *. 

«P 4 *, 

V 1 W A1 

w 4 u 4 , 

«4 «4 


«5*. 

«s 2 . 

«’s 2 . 

«’s«’* 

«'s «51 

«5*’S 

Bezeichnen wir ferner mit U, 

U,.. 

. die Ausdrücke : 


17 i= a « -f- b v -f- r tc 
U, == a , ii + 6, v + c, »r 


und nehmen an, Hass von den fünf gegebenen Tangenten die drei letzten durch 
einen und denselben Punkt gehen, der durch seine Gleichung U— 0 gegeben sei, 
so geht auf demselben Wege wie in der sechszehnten Vorlesung aus der Gleichung 
3) die Gleichung 5) hervor : 

«, v, ir ; | r 3 ir 3) ic 3 u 3 , « 3 r 3 
5) abc d =UU x U i ii,, r„ tr, v 4 tr 4 , w 4 u 4 . u 4 t> 4 

«41 «s- «’S J V'V «’S «5. «6 «5 

welche Gleichung geometrisch gedeutet den Satz giebt: 

Wenn von fünf gegebenen Tangenten eines Kegelschnittes 
drei Tangenten durch einen und denselben Punkt gehen, so zer- 
fällt der Kegelschnitt in zwei Punkte, von welchen der eine der 
genannte Punkt ist, der andere der Schnittpunkt der boiden 
übrigen Tangenten. 

Hk»««, Vnrletnngtn. 2 
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1 Weitere allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 

In dem Falle, dass von den fünf gegebenen Tangenten vier Tangenten durch 
einen und denselben Punkt geben , zerfallt der Kegelschnitt, ebenfalls in ein 
Punktepaar. Der eine von diesen Punkten ist der gemeinsame Schnittpunkt 
der vier Tangenten, der andere Punkt kann aber auf der letzten Tangente be- 
liebig gewählt werden. Der Kegelschnitt, wird also ein nicht vollkommen be- 
stimmtes Punktepaar. Auf Grund dieser geometrischen Betrachtung kann 
man schliesseu , dass in dem vorliegenden Falle die Determinante A identisch 
verschwindet., und darauf hin sich die Aufgabe stellen, das Verschwinden der 
Determinante A algebraisch nachzuweisen. 

Wir nehmen diese Aufgabe um so lieber auf, als sie uns die Gelegenheit 
bietet, einen Satz, den wir in der neunteu Vorlesung nur ganz flüchtig au- 
gedeutet haben , hier uachzutragen und zur Anwendung zu bringen. Dieser 
Satz, welcher dem Satze 3(1) dort entspricht, lautet,: 

Wenn 17,-0, U a = 0, U 3 — 0, 17, = 0 die Gleichungen von 
irgend vier geraden Linien sind, welche durch denselben Punkt 
gehen, so lassen sich vier Faetoren x der Art bestimmen, dass 
man identisch hat: 

r.) x,*!/,- + w + x s f// + W = o, 

und umgekehrt drücken jene vier Gleichungen solche gerade 
Linien ans, welche sich in demselben Punkto schneiden, wenn 
sich vier Faetoren der genannten Art bestimmen lassen. 

Der Beweis dieses Satzes ergiobt sieb aus dem Beweise jenes hervor- 
gehobcucn Satzes 36) durch blosse Vertauschung von Punkt und gerader Linie 
oder von Punktcoordinaten mit Liniencoordiuaten. 

Sehen wir jedoch ab von dem Wege der Erfindung und stellen uns die 
Aufgabe, den Satz nur zu beweisen, so werden wir sagen, dass unter den Be- 
dingungen des Satzes zwei Symbole U 3 und 17, linear zusammengesetzt wor- 
den kfinnen aus den beiden anderen Symbolen 17, und U t wie folgt: 

U 3 m U t + n f 1 SI 17, p Lj + g U r 

Quadrireu wir diese Gleichungen und eliminiren dann das Product U t V v 
so erhalten wir eine lineare identische Gleichung zwischen den Quadraten der 
vier Symbole wie in dem Satze. Findet umgekehrt zwischen den Symbolen 
von irgend vier geraden Linieu die identische Gleichung 6) statt, das ist eine 
Gleichung, welche für beliebige VVerthe der Variabel«! x und y verschwindet, 
so verschwinden in der nach Potenzen undProducten derVariabclen geordneten 
Gleichung 6) siimmtliche Coofficieuten. Durch Differentiation der Gleichung 
nach der einen Variabele oder nach der anderen erhält man deshalb wieder 
jndentische, aber lineare Gleichungen zwischen den vier Symbolen, vermittelst 
welcher sich zwei Symbole durch die beiden anderen linear ausdrücken lassen. 

Diese identische Gleichung 6) zerfällt nun wie die gluichlautendeGleichung 
in der sechs zehnten Vorlesung in sechs Gleichungen 6), auf Grund welcher das 
identische Verschwinden der Determinante A sich in gleicherWei.se nach weisen 
lässt, als in der genannten Vorlesung für den entsprechenden Fall. 
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Der Kegelschnitt F(u, v , *>) = 0 wird ein Punktepaar, wenn der linke 
Tbeil der Gleichung in zwei Faetoreu A nnd B zerlegbar ist, so dass man 
identisch hat : 

F(ii, r, ic) =: A B. 

Differontiirt man diese Gleichung nach den Variabclen, so erhält man drei 
Gleichungen , deren rechte Tbeile verschwinden , wenn man unter «; r, tr die 
(Koordinaten der geraden Linie versteht, welche die Punkte A=0 und B — 0 
verbindet. Unter dieser Voraussetzung hat man dann: 

7) F'(u) = 0, F'( v) - 0, F '(m) = 0, 

und das Resultat der Elimination aus diesen Gleichungen : 

r 00* 'op 'ui 

ko. c n- e iä = ° 

^io. r il ’ 'ii 

wird die Bedingung sein, unter welcher die Kegelschnitt-Gleichung ein Punkte- 
paar darstellt. Wir drücken dieses kürzer so aus : 

B) Wen n F(u, v, ir) — (1 die Gleichung eines Kegelschnittes ist 
in homogenen L in iencoord ina ten, so wird der Kegelschnitt ein 
Punktepaar unter der Bedingung, dass die Determinante der 
Function F v er sch w i n d e t. 

Das gleichzeitige Bestehen der drei Gleichungen 7) kann ebenfalls als ein 
Kriterium für ein Punktepuar gelten , und in der That führt dieses Kriterium 
oftmals viel einfacher zum Ziele, wie zum Beispiel, wenn man direct noch- 
weisen will, dass die Gleichung 11) aus der seehszehnten Vorlesung: 
f(bic — c v, cu — uip, uv —bu) = G 

ein Punktepaar darstellt, welches auf der durch die (Koordinaten a, b, c ge- 
gebenen geraden Linie liegt. Ditfarentiirt mau nämlich die Gleichung partiell 
nach u, v, w, so erhält man drei Gleichungen , welche in Rücksicht auf die 
Variabelen (btc — er), (cm — atr), ( av — bu ) linear und homogen sind. Da 
nun diese Variabelen verschwinden für u = a, v~b, io = c, so werden auch die 
drei Gleichungen für die genannten Werthe erfüllt. 

Stellen wir nun die Gleichung eines Kegelschnittes in Liniencoordinaten 
zusammen mit der Gleichung eines Punktes, so giebt es zwei Werthxysterae 
für die Variabelen , welche beiden Gleichungen zugleich genügen. Daraus 
schliessen wir: 


Von einem beliebig gegebenen Punkte lassen sich au einen 
Kegelschnitt zwei Tangenten legen. 

Daran knüpft sich nun die Aufgabe : 

Die Gleich ung des 'rangen ten paares zu bes t i m men, welches 
von einem gegebenen Punkte an einen Kegelschnitt gezogen 
werden kann. 

Wenn 

10) F(u,t>,u.-) = 0, 

au + bv ■+■ cic = 0 
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die Gleichungen des Kegelschnittes und des Punktes sind und u,r,te die Co- 
ordi nuten der Taugente, welche beiden Gleichungen zugleich genügen, so wird : 

11) iii + vij + wz — 0 

die Gleichung der Tangente seihst. Das Resultat der Elimination der Variahelen 
u,v,ir aus den angeführten dreiGleiohnugen gieht die Gleichung des verlangten 
Tangentenpaares : 

12 ) F{bs — cy, cx — ai, ay — bx) = 0 . 

Es ist dieses eine Gleichung, an welcher die in der sechszehnten Vorlesung 
entwickelten Bedingungen 7) für ein Liuienpaar sich leicht uachweisen lassen. 

ln derselben, der sechszehnten Vorlesung wurde bewiesen, dass es nur 
vier Werthsysteme gieht, welche zweien Gleichungen des zweiten Grades mit 
zwei Unbekannten zugleich genügen. Sind demnach die Gleichungen von zwei 
Kegelschnitten in Linicncoordinateu gegeben, so werden auch nur vierSysteme 
Werthe der Coordiuaten den Gleichungen genügen, was sich geometrisch so 
ausdrücken lässt: 

An zwei Kegelschnitte lassen sich vier gemein schaftlicbe 
Tangenten legen. 

Diesem Salze sehliesst sich die Aufgabe iin : 

Die Gleichung der vier gemeinschaftlichen Tangenten zu 
bestimmen, welche sich an zwei gegebene Kegelschnitte 
F(n, v,tc) — 0 nnd 0 (u,v,te) = () legen lassen. 

Wenn wir zu diesem Zwecke die Determinante D bilden: 

I F'(v), F'(w) I 
J) — 0’ (u), 0' (v), 0' («■) ' 

j '/, z 

und setzen: 

R~ux + vy 4- wz, 

so erhalten wir die gesuchte Gleichung als das Resultat der Elimination der 
Quadrate und der l’rodncte der Variabeleu u,v, w ans folgenden Gleichungen: 
F(u, v, w) — 0, 0 (u, v, w) = 0 , D — 0, 
uJl= 0, vR = 0, ir R — 0. 

Vier Tangenten bestimmen einen Kegelschnitt nicht vollständig. Wenn 
vier Tangenten gegeben sind als die gemeinschaftlichen Tangenten zweier ge- 
gebenen Kegelschnitte F= 0 und 0 = 0, so stellt sich die Gleichung eines 
jeden Kegelschnittes, welcher die vier gegebeäenTangenten hat, in der Form dar: 

13 ) F( u, r, w) -!#(«,», w) — 0 . 

Die Variation des Factors A lässt, wie leicht ’/.u erweisen ist, daraus alle 
möglichen Kegelschnitte hervorgehen , für welche die vier gegebenen geraden 
Linien Tangenten sind. 

Unter dieser Schaar von Kegelschnitten , welche vier gegebene gerade 
Linien berühren, befinden sich drei Punktepaare, nämlich diejenigen drei 
Punktepaare, in welchen sich die vier gegebenen geraden Linien schneiden. 
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v 

Nimmt man nun zwei von diesen Punktepaaren für die Kegelschnitte F = I • 
und <I> = 0, so lässt sieh, immer eiu Factor A der Art bestimmen, dass die 
Gleichung 13) das dritte Punkte paar darstellt, 5ind dieses lässt sieh als Satz 
Ausdrücken wie folgt: 

14) Wenn Q — 0, <[>, =0, Q* =0 die Gleichungen von drei 
Punktepaaren sind, in welchen sich vier gerad e Lin* en sch noi - 
den, so lassen sich drei Facto ren i| der Art bestimmen, dass man 
ide n ti sc h ha t : 

s Q + 1\ Q\ + ’Ji Qi = 0, 


und umgekehrt I iegen drei P u uk tepaar e au f ei ner geraden Lin ie, 
wenn sichFactoren der Art bestimmen lassen. 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes 31) der achten Vor- 
lesung. Er beweist, dass drei Punktepaare der Involution zu betrachten sind 
als die Grenze von drei Punktcpnarcn , in welchen sich vier gerade Linien 
schneiden für den Fall , dass die vier geraden Linien in eine zusammenfallen. 


Neunzehnte Vorlesung. 

Fortsetzung der siehenzehnton Vorlesung über Pole und 
Polaren der Kegelschnitte. 

Wir gehen vou der Kegelschnitt-Gleichung aus in Liniencoordinaten: 

1) F (ti, v, it>) *= 0, 

und bringen dieselbe in Verbindung mit den Coordiuaten ti,v,tr irgend einer 
geraden Linie, welche durch den Schnittpunkt zweier geraden Linien 0 und 1 
gebt, deren Coordiuaten wir durch angehängte Indiees bezeichnen: 

« = «u + * w i> 

2) v = v v + Ar,, 

»r= «■„ + Aw,. 

Die gerade Linie wird Tangente des Kegelschuitt.es, wenn die Variabelc A 
einen Werth erhält, welcher der Gleichung genügt: 

3) *'(«»., + Am,, v„ -f Au„ 1C V + Am,) = 0. 

Da diese Gleichung in A ipiadratisch ist, so werden sieh von dem obeu 
genannten Schnittpunkte aus zwei Tangenten an den Kegelschnitt legen lassen, 
was wir bereits in der vorhergehenden Vorlesung auf einem anderen Wege cin- 
gesehen haben. Der einen Wurzel A der quadratischen Gleichung wird die 
eine, der anderen Wurzel die andere Tangente entsprechen, und das Verhältnis 
der beiden Wurzeln wird das unharmonische Verhältnis» des Tangentenpaares 
zu dem gegebenen Linienpaare sein. Das Tangentenpaar wird zugleich mit 
den Wurzeln der quadratischen Gleichung reell oder imaginär, ln dem Grenz- 
falle der gleichen Wurzeln fallen die Tangenten zusammen und der Schnitt- 
punkt der gegebenen beiden geraden Linien 0 und 1 wird ein Punkt des Kegel- 
schnittes. 
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22 Ueber Pole und Polaren der Kegelschnitte. 

Diese kurzen Andeutungen mögen genügen, um die quadratische Gleichung 
.°i) als die Qnclle erselicinen zu lassen, aus welcher die Ant worten auf viele sich 
hier aufdrängende Fragen gefihöpft werden können. 

Die quadratische Gleichung 3) erhält entwickelt die Form: 

•') F g0 +-2XF nl +vr n ^0, 

wenn inan setzt: 

2 *1»= 2 *'('V’o«\>) = h 0 F\h 0 ) + c„F'(i>„) + w a F\w„\ 

2F,,--2 /•’(«. *»,) = «*, F’(u, ) + », f'M + ic, F\,o , ), 

2.?’ ul = + «'„-F'O,), 

= o) + «’i F’(v 0 ) + », F'(tc u ). 


Dieses sind Ausdrücke der Coordinaten der gegebenen bei<len geraden 
Linien 0 und 1, «-eiche sich, wenn man mit K die Determinante bezeichnet: 


•») 




*ou» *‘oi' ^irj 
*11» c ll» r u ’ 


r„ 1 


analog den gleich numerirleu Ausdrücken in der siebenzehnten Vorlesung so 
wiedergeben lassen: 

j c .«,. '■„!» ’ i F'("J 

y | r I 0 > '’lt> *12 > K) 

01 F c^, <•„„ (#s , i F't w 0 ) 

i *>,), i F\w t ), (» 


und aus dieser Gleichung geht durch Specialisirung folgende hervor: 


I **00» 

c (u> 


\F\u) j 

-1- e i<» 

* 11 . 


iF' (v) 1 


*»i. 

t'ti* 

jF'ur i 

1 

ci, 

j F '(»’), 

0 


Die Gleichungen 7) und 8» werden illusorisch, wenn die Determinaute K 
verschwindet, das ist in dem Falle, wenn die Kegelschnitt-Gleichung Fi u, r, w)= 0 
ein Linien|>aar darstellt. Es ist dieses ganz analog dem Falle in der sieben- 
zehnten Vorlesung, wenn dort die Kegelschnitt-Gleichung ein Linienpaar 
ausdrückt. 

Das anharmonische Verhliltniss des Tangentenpaareg aus dem Schnitt- 
punkte der gegebenen beiden geraden Linien •• und 1 an den Kegelschnitt ge- 
legt, wird ein harmonisches, und die genannten beiden geraden Linien werden 
harmonische Polaren des Kegelschnittes, wenn die Summe der Wurzeln der 
quadratischen t ileichung 4 verschwindet, das ist unter der Bedingung F M = < >. 

Harmonische Polaren des Kegelschnittes werden nämlich zwei ge- 
rade Linien genannt, welche harmonisch sind zu dem Tangentenpaare, welches 
von ihrem Schnittpunkte aus an den Kegelschnitt gelegt werden kann. Die 
Bedingung für ein Paar harmonischer Polaren 0 und 1 des Kegelschnittes ist 
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demnach die Gleichung F tn — 0, oder, wenn wir mit », e, w die Coordinaten 
der geraden Linie 1 bezeichnen : 

9) n F\u t ) + v F\ »,) + w F'(u\) = 0. 

Diese Gleichung ist die Gleichung eines Punktes. Es ist demnach die 
einer gegebenen geraden Linie 0 zugeorduete Polare nicht eine ganz bestimmte 
gerade Linie, sondern jede gerade Linie, welche durch denjenigen Punkt geht, 
dessen analytischer Ausdruck die Gleichung 9) ist. Daran knüpft sich nun die 
Frage, welche Lage der genannte Punkt zu der gegebenen geraden Linie 0 
haben wird, eine Frage, die in dem Folgenden beantwortet werden soll. 

Wir gehen zu diesem Zwecke von der in der sechszehnten Vorlesung unter 
5) aufgeführten Function f ol aus, einer Function der Coordinaten irgend zweier 
Pole 0 und 1 des Kegelschnittes. Die Coordinaten der Pole lassen sich nach 
20) und 22) der siebenzehnten Vorlesung ersetzen durch die Coordinaten' ihrer 
Polaren. Hierdurch erhält man f ol = F m oder mit Weglassung des Index 1 die 
Gleichung: 

10) xf (x 0 ) -f y f(y„) + 0 ) = « F\u n ) + o F\o 0 ) + w F'(w 0 ). 

Diese Gleichung, von welcher die Gleichung 23 j in der sicbenzehntou Vor- 
lesung ein specieller Fall ist, wird wieder eine identische, wenn man auf der 
linken Seite die Coordinaten der Pole ausdrtlckt durch die Coordinaten ihrer 
Polaren, oder auf der rechten Seite die Coordinaten der Polaren ersetzt durch 
die Coordinaten ihrer Pole. 

, Dass eine Seite der Gleichung nicht, verschwinden kann , ohne die andere 
Seite verschwinden zu machen, davon sind die folgenden Sätze die geometrische 
Interpretation. 

11) Die Polaren von zwei h arm onis eben Polen eines Kegel- 
schnittes sind harmonische Polaren. 

12) Die Pole von zwei harmonischen Polaren eines Kegel 
Schnittes sind harmonische Pole. 

Ferner ist ersichtlich, dass die Gleichung 9), welcher man auch die Ge- 
stalt gehen kann : 

>‘ u F'(u) + i\,F'(v) -f- tc 0 F\w) = 0, 

die Gleichung des Poles ist der durch ihre Coordinaten n,„ t’„, jp„ gegebenen 
geraden Linie. 

Der Pol wird der Mittelpunkt des Kegelschnittes, wenn seine Polare in das 
Unendliche fällt , das ist, wenn u 0 = e 0 = 0, und unter dieser Voraussetzung 
geht die zuletzt angegebene Gleichung Über in die Gleichung des Mittelpunktes: 

13) F'iw) = 0. 

Hieraus entspringt die Kegel: Wenn man die Gleichung eines 

Kegelschnittes in homogenen Liniencoordinaten partiell nach 
der letzten Variahelen differentiirt, so erhält man dieUleichung 
des Mittelpunktes. 
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Der Mittelpunkt eines Kegelschnittes , der in ein Punkte paar ausurtet, ist 
der Mittelpunkt der geraden Linie, welche die Punkte verbindet. Stellt also 
die Kegelschnitt- Gleichung zwei Punkte dar, so wird nach der angegebenen 
Regel der Halbirungspunkt der Verbindungslinie sehr einfach bestimmt , viel 
einfacher als in dem Satze 29) der achten Vorlesung, zu dessen Herleitnng noch 
nicht die dargebotenen Hilfsmittel bereit lagen. 

Aus der letzten ausführlich bingeschriebenen Gleichung 13): 

+ c,, v + e a w — 0 

entnehmen wir nun die homogenen Coordinaten c so , »v, des Mittelpunktes. 
Dieser Punkt wird im Unendlichen liegen, wenn (y, = 0. Das will aber sagen: 

14) Die Gleichung F(u, v, ip) = 0 eines Kegelschnittes stellt 
eine Parabel dar, wenn in derselben dasjenige Glied ver- 
schwindet, welches den Factor tr* hat. 

Die Coordinaten des Mittelpunktes werden die Coordinaten des Anfangs- 
punktes in dem Coordinatensyst-eme, wenn e äo = e 4l = 0. Dieses drücken wir 
so aus: 

Die Mittelpunkt-Gleichung in Liniencoordi naten eiues 
Kegelschnittes enthält die beiden Gliedej- nicht, welche die 
erste Potenz von « und die erste Potenz von t> zuFactoren haben. 

Es drückt sieh dieses nur anders aus , wenn wir in Erinnerung der Mittel- 
punkt-Gleichung in Punktcoordinaten eines Kegelschnittes sagen: „Die reci- 
proken Functionen /' und F haben die Eigenschaft, dass, wenn in der einen 
Function zwei Glieder verschwinden, welche die Producte der Variabelen zu 
Factoren haben, in der anderen die entsprechenden Glieder ebenfalls ver- 
schwinden.“ Der hervorgehobene Satz ist dann nur die geometrische Inter- 
pretation dieser Demerkung, die auch algebraisch leicht nachgewiesen wer- 
den kann. 

Wir halien in dem ersten Theile unserer Vorlesungen harmonische Linien- 
paarc und Linieupaare der Involution kennen gelernt und ihre Eigenschaften 
erörtert. Es drängt sieh nun die Frage auf, welches die Eigenschaften ihrer 
Pole sein werden und umgekehrt, -welche Eigenschaften die Polaren von har- 
monischen Punktepaaren oder von Puuktepaaren der Involution haben werden. 
Diese Frage soll in dem Folgenden zur Entscheidung kommen. 

Wir gehen zu diesem Zwecke von den Sätzen 10) und 1 1) der siebenzebn- 
ten Vorlesung aus, von welchen der' erste so ausgesprochen werden kann: 
„Beschreibt der Pol eiues Kegelschnittes eine gerade Linie, so dreht sieh die 
Polare um den Pol der geraden Linie.“ Ist demnach die Gleichung der geraden 
Linie gegeben, so geht dieselbe in die Gleichung ihres Polos Uber, wenn man 
die Coordinaten x, y, z des Poles in ihr ersetzt durch die in 22 1 derselben Vor- 
lesung angegebenen Ausdrücke der Coordinaten der Polare: x~ \ I' («), 
y—\F'iv), z — j Fite). Dar andere Satz: „Dreht sich die Polare um einen 
gegebenen Punkt in ihr, so beschreibt der Pol die Polare des Drehpunktes“, 
lässt erkennen, dass mau in der Gleichung eines gegebenen Punktes für die 
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Coordinaten u, v, tr nneli 20) nur zu substituiren braucht die Coordinaten des 
Poles wie folgt: u = $f'(x), v = \ to= um die Gleichung der 

Polare des gegebenen Punktes zu erhalten. 

Sind nun die Gleichungen von zwei Linienpaaren gegeben , welche von 
einem und demselben Punkto ausgehen : 

77 ft = 0, 77, = 0, C7 0 -A77,=ü, U„- a TI, = 0, 

und nimmt man an, dass durch die angegebenen ersten Substitutionen U u in F 0 
und 77, in P, übergehen, so werden die Gleichungen : 

F„ = 0, F, = 0, F 0 -AF, = Ü, F 0 — g F, =0 
respective die Pole jener geraden Linien darstellen. Es liegt aber zu Tage, dass 
das anharmonische Verhältniss A : u der Linienpaare das gleiche ist, als das 
ihrer Polepaare. Dasselbe Ergehniss würde sich heruusstellen , wenn mau von 
den letzteren Gleichungen als von gegebenen Punktepaaren auf einer geraden 
Linie ausginge und durch die zweite Art der Substitutionen die Gleichungen 
auf die Form der ersten Gleichungen bringen wollte. Daraus entspringen nun 
die Sätze : 

15) Das an harmonische Verhältniss von zwei Lin ienpaaren, 
welche von demselben Punkte ausgehen, ist gleich dem an- 
harmonischen Verhältnisse ihrer Polepaare. 

Hl) Das unharmonische Verhältniss von zwei Punktepaaren 
auf einer geraden Linie ist gleich dem anharmonischen Ver- 
hältnisse ihrer Polareupaare. 

Wenn das anharmonische Verhältniss ein harmonisches wird, so folgen 
daraus die Sätze: 

17) Die Pole von zwei harmonischen Linienpaaren sind 
harmonische Punktopaare. 

18) Die Polaren von zwei harmonische n Pu nktc paaren sind 
harmonische Linienpaare. 

Da nach der in der dritten Vorlesung aufgestellten Definition drei Linien- 
paare eine Involution bilden, wenn sie harmonisch sind mit einem vierten 
Linienpaare, und nach der Definition in der fünften Vorlesung drei Punkte- 
paare eine Involution bilden, wenn sie harmonisch sind mit. einem vierten 
Puuktepaare , so entspringen, wenn wir entweder von dem vierten Linienpaure 
oder von dem vierten Punktepaare ausgehen , aus den beiden letzten Sätzen 
folgende : 

19) Die Pole von drei Linienpaaren der Involution bilden 
ei n e Involution. 

20) Die Pol areu von drei Punkte paaren der I n vol utio n bil- 
den eine Involution. 

Es bleibt noch übrig das Verhalten der Polare zu untersuchen , wenn der 
Pol eineu zweiten gegebenen Kegelschnitt beschreibt, und das Verhalten des 
Polos, wenn die Polare sich als Tangente um einen zweiten gegebenen Kegel- 
schnitte bewegt. 
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Da hei dieser Gelegenheit, mehrere Kegelschnitte auftreten, so wollen wir 
zur Unterscheidung denjenigen Kegelschnitt Directrix nennen, auf 
welchen Pol und Polare zu beziehen sind, und feststellen, dass f(x,y,t)=- 0 
Flu, v, ir) die Gleichungen der Directrix seien rcspective in Punkt- oder 
Liniencoordinateu. Als Directrix kann jeder beliebige Kegelschnitt dienen mit 
Ausnahme des Tjinienpaares und des Punktepaares. 

Beschreibt nun der Pol einen gegebenen Kegelschnitt: 

< pIx , »/, /) = 0 , 

und man ersetzt in der Gleichung die Coordinatcn des Polcs durch die be- 
kannten Ausdrücke der Coordinatcn der Polare, so erhält man : 

<p llF’(u\ iF(c), 4J-’V)] = 0, 

die Gleichung eines zweiten Kegelschnittes in Liniencoordinateu. Die geo- 
metrische Deutung derselben giebt den Satz : 

10) Wenn der Pol einen Kegelschnitt beschreibt, so bewegt 
sich seine Polare als Tangente um einen zweiten Kegelschnitt. 

Die beiden Kegelschnitte heissen reciproke Polaren, weil jeder 
aus dem anderen in gleicher Weise entsteht. Um diese Eigenschaft der 
beiden Kegelschnitte nachzuweisen, fixiren wir auf dem ersten Kegelschnitte 
zwei Punkte 0 und 1 und legen durch dieselben eine gerade Linie (01). Die 
Polaren der beiden Punkte 0 und 1 , welche wir ebenfalls mit 0 und 1 be- 
zeichnen wollen, sind nach dem eben bewiesenen Satze Tangenten des zwei- 
ten Kegelschnittes. Ihr Schnittpunkt (01) ist nach einem früheren Satze der 
Pol der geraden Linie (01). Denkt, man sich nun die beiden Punkte 0 und 1 
auf dem ersten Kegelschnitte nahe gerückt, bis sie im Grenzfallo zusammen- 
fallen, so wird die gerade Linie i'Ol) Tangente des ersten Kegelschnittes, ln 
dem Grenzfalle fallen auch die Tangenten 0 und 1 des zweiten Kegel- 
schnittes zusammen und ihr Schnittpunkt (01) wird der Berührungspunkt, 
der sich auf demselben Kegelschnitt befindet,. Es ist hiermit der Beweis ge- 
liefert, dass die Polaren sämmtlicher Punkte, welche auf dem zweiten Kegel- 
schnitte liegen, für den ersten Kegelschnitt Tangenten sind. Wir schliessen 
daraus auf den allgemeinen Satz : 

20) Wenn eine gerade Linie sich als Tangente um einen 
Kegelschnitt bewegt, so beschreibt ihr Pol eineu zweiten 
Kegelschnitt. 

Der directe Beweis dieses Satzes nach der Analogie des Beweises für den 
vorhergehenden Satz ergiebt sich, wenn man den Kegelschnitt durch seine 
Gleichung, in Liniencoordinaten gegeben, annimmt: 

0(n, v, tr) t= 0, 

und in demselben für die Coordinatcn der Polare, welche sich als Tangente um 
den Kegelschnitt bewegen soll, die bekannten Ausdrücke der Coordinatcn des 
Poles substituirt. Auf diese Weiee erhält man: 

y-(y\ i/-(ri| = 0, 

die Gleichung des Kegelschnittes, welchen der Pol beschreibt. 
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Wenn wir nun, mn eine Uebersicht zu gowinucn, einen Rückblick werfen 
auf die Entwickelungen in den vorausgegnngenen Vorlesungen , so kann es uns 
nicht entgehen, dass die hervorgehobenen Sätze sich grössten! heils paaren 
in der Art, dass einem geometrischen Satze über die Lage von Punkten und 
geraden Linien ein entsprechender Satz über die Lage von geraden Linien und 
Punkten in der correspondirenden Vorlesung gegenübersteht. Diese Dualität 
geometrischer Sätze tritt lebhafter hervor in der zwölften Vorlesung über das 
Pascal’ sehe und das Brian c hon’ sehe Sechseck, welche sich bequem in 
zwei gesonderte Vorlesungen zertheflen lässt, wie umgekehrt je zwei corre- 
spondirendc Vorlesungen sich in ähnlicher Weise zusammenfassen lassen. Das 
Band, welches je zwei eorrespondirende Sätze verbindet, ist die Gleichung, in 
welcher man ein Mal den Variabelen die Bedeutung der Punktcoordinnten , das 
andere Mal die Bedeutung von Liniencoordinaten giebt. 

Eine Ausnahme bilden die Vorlesungen über den Kreis. Da erhebt sich 
nun die Frage, von welcher Art die geometrischen Sätze sein werden, wenn 
inan in den, die Kreisstttze beweisenden Gleichungen an Stelle der l’unkt- 
coordinaten Liniencoordinaten setzt und in dieser Voraussetzung die Gleichungen 
geometrisch zu interpretiren unternimmt. Es wird sich dann zeigen, dass in 
der angegebenen Richtung Kegelschnitte, welche einen Brennpunkt gemein 
haben, den Kreisen entsprechen und dass aus den Kreissätzen Sätze von Kegel- 
schnitten hervorgehen, welche einen Brennpunkt gemein haben. 

Sehen wir jedoch ab von der eben hervorgehobeneu Ausnahme , so hat die 
synthetische Geometrie den unbestrittenen Ruhm, die Dualität geometrischer 
Sätze entdeckt und ein Princip aufgestellt zu haben , nach welchem aus einer 
grossen Klasse von bekannten geometrischen Sätzen sich andere ableiteu lassen, 
wie umgekehrt, aus den abgeleiteten die bekannten Sätze. Dieses Princip ist 
bekaimt unter dem Namen des Gesetzes derReciprocität und wir wer- 
den es in der uächsten Vorlesung ausführlich entwickeln. 

Was aber die beregte Dualität zwischen Kreisen und Kegelschnitten mit 
einem gemeinsamen Brennpunkte anbetrifft, so behalten wir uns vor, in einer 
späteren Vorlesung auf dieselbe zurück zu kommen, nachdem wir vorher die 
Eigenschaften der Brennpunkte und der contocalen Kegelschnitte entwickelt 
haben werden. Wir werden dann Gelegenheit nehmen zu zeigen, wie, unter 
Annahme oiner besimmten Directrix, durch das Rceiprocitätsgesetz die in den 
voransgegangenen Vorlesungen entwickelten Eigenschaften der Kreise sich in 
enge Verbindung bringen lassen mit den Eigenschaften fötaler und im Speeiellen 
cou localer Kegelschnitte. Die znm Voraus augekllndigte Vorlesung wird cs sich 
zur Aufgabe machen, die vomusgegangeuen Vorlesungen über Kreise gerade so 
zu ergänzen, wie je zwei eorrespondirende Vorlesungen einander. 
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Zwanzigste Vorlesung. 

Das Gesetz der lteciprocitilt. 

Die in den vorausgegangencn Vorlesungen entwickelten Blitze Uber Pole 
und Polaren eines Kegelschnittes bilden die Grundlage ftir das Gesetz der 
Reciprocität, eines Gesetzes, durch welches sich aus einer grossen Classe 
von bekannten Sätzen Uber die Lage von Figuren und Figurentheilen neue 
Sätze ableiten lassen, welche wieder auf die bekannten Sätze zurückfUhron, wenn 
sie als die bekannten Sätze vorausgesetzt V erden. Solche Sätze der Geometrie 
heissen deshalb reciproke Sätze. Wir werden sie in dem Folgenden neben- 
einander stellen, wie das in der elften und zwölften Vorlesung in der Voraus- 
sicht der nachfolgenden bereite geschehen ist. 

Um das beregte Priucip der Uebertragung an einigen Beispielen deutlich 
zu machen, gehen wir vorerst von dem in der zwölften Vorlesung bewiesenen 
Satze aus: „Durch die sechs Ecken eines Pascal’sehen Sechseckes lässt sich 

ein Kegelschnitt legen.“ Jn anderer Auffassung desselben Satzes können wir 
auch sagen: „Ein jedes Sechseck, welches einem Kegelschnitt einbeschrieheu 
wird, ist ein Pascal’sches Sechseck.“ 

Denn denken wir uns ein dem Kegelschnitte einbeschriebenes Sechseck 
12... 5(1, welches kein Pascal’sches Sechseck wäre, so könnte man ein 
Pascal’sches Sechseck 12. ..56' eonstruiren, dessen letzte Ecke 6 'auf der Ver- 
bindungslinie der Ecke 5 und ti liegt. Beide Sechsecke wären dem durch die 
fünf Punkte 12 ... 5 bestimmten Kegelschnitte einbeschriehen , und man hätte 
eine gerade Linie 56, welche den Kegelschnitt in den drei Punkten 566’ 
schnitte. Daraus folgt, dass die Punkte 6 und 6' zusamineufallen. 

Wir eilen unserer Entwickelung voran, wenn wir die reciproken Sätze 
proclamiron ; 

Ein jedes Sechseck, wel- Ein jedes Sechseck, wel- 

ches einem Kegelschnitte ein- dies einem Kegelschnitte um- 
beschrieben wird, ist ein Pas- beschrieben wird, ist ein Brian- 
cal’sches Sechseck. cbon’sches Sechseck. 

Es wird aber unsere nächste Aufgabe sein, die angegebenen beiden Sätze 
in eine organische Verbindung zu bringen und letzteren durch die als bekannt 
vorausgesetzten Sätze von Pol und Polare zu beweisen. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke ein einem gegebenen Kegelschnitte 
einbeschriebenes Sechseck mit den Ecken 12... 56. Die Tangenten des Kegel- 
schnittes in den Ecken werden wir ohne Verwechselung der Bezeichnungen mit 
denselben Zahlzeichen ansdrücken. Diese Tangenten bilden ein dem Kegel- 
sclmitte umbeschriebenes Seckseck mit den aufeinander folgenden Seiten 
12... 56, und zwar ist jede Seite die Polare des mit ihr gleichbezeichneteu 
Poles. Eine Seite (12) des einbeschriebeucn Sechseckes, welche die Pole .1 und 2 
verbindet, ist darum die Polare des Poles i 12), in welchem sich die Seiten 1 und 2 
des umbeschriebenen Sechseckes schneiden. In dieser Weise werden die auf- 
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einander folgenden Ecken (12)(23)... des umbeschriebeneu Sechseckes die 
Pole sein der gleich bezeichnten Seiten des einbeschriebenen Sechseckes. 

Der Schnittpunkt (12) (45) der gegenüberliegenden Seiten (12) und (45) 
des Pascal’ sehen Sechseckes, wird der Pol der geraden Linie (12) (45), welche 
die Punkte (12) und (45) verbindet. C'onstrairen wir nun die Punkte: 

(12) (45), (23) (56), (34) (61), 

in welchen sich die gegenüberliegenden Seiten des einbeschriebenen Pascal- 
scheu Sechseckes schneiden, so sehen wir, dass dieselben den gleichbezeichneteu 
Polaren entsprechen. Suchen wir diese aber in dem dem Kegelschnitte nm- 
beschriebenen Sechsecke auf, so finden wir, dass dieselben die Diagonalen sind, 
welche die gegenüberliegenden Ecken verbinden. Da nun nach dem ersten 
oben anfgestellten Satze die hervorgehobenen drei Punkte auf einer geraden 
Linie liegen, so müssen die Diagonalen, welche die gegenülierliegenden Ecken 
des umbeschriebeneu Sechseckes verbinden , sich in einem und demselben 
Punkte schneiden. 

Es ist damit unter Voraussetzung des Pascal’schen Satzes der ihm 
reeiproke li r iuno hon '«eche Satz augezeigt, denn wir haben ein bestimmtes, 
dem Kegelschnitt umbeschriebenes Sechseck vor Augen, welches ein Brian - 
chon’sehes Sechseck ist. 

Wir haben hiermit den Weg der Erfindung betreten , denn es erhebt sich 
die Frage, ob auch jedes dem Kegelschnitte umbeschriebene Sechseck ein 
Brianchon’ sches ist. Diese Frage lüsst sich leicht beantworten, wenn mau 
nicht von dem Pascal’schen Sechsecke, sondern von einem beliebigen, dem 
Kegelschnitte umbeschriebeneu Sechsecke ausgeht. Ihm entspricht ein be- 
stimmtes . dem Kegelschnitte einbesehriebenes Sechseck , dessen Ecken die 
Tangirungspunkte der Seiten des «unbeschriebenen Sechseckes sind. Da durch 
«los dem Kegelschnitt beliebig umbeschriebeue Sechseck zugleich das ein- 
1 «eschriebene Pascal’ sehe Sechseck gegeben ist , so ist ersichtlich , dass jedes dem 
Kegelschnitte nmbesehriebene Sechseck ein Brian clion’ sches sein muss, weil 
das einbeschriebene Sechseck ein Pa scal' sches ist. Aber auch umgekehrt ist in 
gleicherweise der Pascal’ sehe Satz eine Folge des Brianchon’seheu Satzes. 

Wir haben zum Beweise des einen Satzes aus seinem reciproken der Ein- 
fachheit wegen den Kegelschnitt als Directrix genommen, von welchem der 
Satz handelt. Diesen Vortheil wollen wir in dem nachfolgenden Beweise zur 
Erreichung grösserer Allgemeinheit in der Beweisführung aufgeben. 

WirgehenvoneinerFigur aus, welche den Pascal’ sehen Satz verdeutlicht, 
also von eitlem gegebenen Kegelschnitte, «lern ein Sechseck mit den aufein- 
ander folgenden Ecken 12... 56 einbeschrieben ist. Die gegenüberliegenden 
Seiten desselben schneiden sich in den drei Punkten: 

1) (12) (45), (23) (56), (34)(61), 

welche in der Pascal’ sehen Linie liegen. 

Wenn wir nun einen beliebigen Kegelschnitt als Directrix wühlen und für 
jeden Punkt in der beschriebenen Figur die Polare und für jede gerade Linie 
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den l'ol der Directrix construiren, so erhalten wir eine zweite, reeiproke Figur 
deren Bestandteile wir entsprechend der zum Grunde gelegten ersten Figur 
mit den gleichen Zahlzeichen ausdrllcken. Die reeiproke Figur besteht dann 
aus einem Kegelschnitte und einem demselben umbeschriebenen Sechsecke 
12... 56 und den Diagonalen, welche die gegenüberliegenden Ecken verbinden : 

2) (12) (45), (23) (56), (34) (61 1 . 

Da diese die Polaren sind für die Pole 1) rücksichtlich der Directrix, so 
sieht mau, dass das dem genannten Kegelschnitte umbeschriebene Sechseck ein 
Ilrianehon’sches ist. 

Damit ist der Brianchon sehe Satz erfunden, jedoch nicht bewiesen. 
Denn es liegt zwar ein einem Kegelschnitte umbeschriebenes Sechseck vor, 
welches ein Brian chon’sches Sechseck ist; man wird aber doch Bedenken 
haben, den Brian (-hon' sehen Satz allgemein auszusprechen, da die reeiproke 
Figur sowohl von ihrer Grundfigur als von der Directrix abhängig ist. 

Um keinem .Zweifel Kaum zu geben und zugleich die Methode der Be- 
weisführung für reeiproke Slitze darzulegen , gehen wir von der reciproken 
Figur aus in derjenigen Allgemeinheit, wie der zu beweisende reeiproke Satz 
es verlangt. In unserem Falle liegt also ein beliebiger Kegelschnitt vor und 
ein um denselben beschriebenes Sechseck 12... 56 mit den Diagonalen 2), von 
welchen uachgewieseu werden soll, dass sie sich in einem und demselben Punkte 
schneiden. 

Die der gegebenen reeiproke Figur wird aus einem Kegelschnitte bestehen 
und einem demselben einbeschriebenen Pascal'schen Sechseck 12 ...56. Da 
nun die gegenüberliegenden Seiten dieses Sechseckes sich in drei Punkten 
schneiden, welche auf einer geraden Linie liegen, so müssen sich ihre Polaren 
2) rücksichtlich der Directrix in einem und demselben Punkte schneiden. 

Keciprokc Sätze sind ferner folgende : 

Zwei Kegelschnitte sc huei- An zwei Kegelschnitte 

den sich in vier Punkten. lassen sic h vier gemeinschaft- 

liche Tangenten legen. 

Man stelle sich zwei Kegelschnitte vor, welche den ersten Satz ver- 
deutlichen. Die reeiproke Figur wird wieder aus zwei Kegelschnitten bestehen, 
für welche die gemeinschaftlichen Tangenten die Polaren der Schnittpunkte in 
der ersten Figur sind rücksichtlich der Directrix. Eine weitere Tangente 
können die beiden Kegelschnitte nicht halien , weil dann ihr Pol ein fünfter 
Schnittpunkt der beiden zu Grunde gelegten Kegelschnitte wäre. 

Wir haben also den Fall von zwei Kegelschnitten vor Augen , welche nur 
vier gemeinschaftliche Taugenten hulzen. Dass dieser Fall massgebend ist. für 
das Allgemeine, erweist sich, wenn wir von der letzten Figur iu ihrer All- 
gemeinheit. ausgehend, uns ihre reeiproke Figur vorstellon. Iu dieser würden 
zwei Kegelschnitte fünf Schnittpunkte aufzuweisen haben, wenn ihre reciproken 
Kegelschnitte fünf gemeinschaftliche Tangenten hätten. 
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Aus den beiden hcrvorgehobenen Beispielen wird zu entnehmen sein , so- 
wohl wie zu einem bekannten Satze sein reeiproker Satz gefunden , als wie er 
bewiesen werden kann. Wenn wir nun in der Absicht, die in allen früheren 
Vorlesungen vorgeführten Slitze als reciproke Sätze nebeneinander zu stellen, 
silmmtliche Sätze durchinustem , so begegnen wir in der zweiten Vorlesung 
einem Satze: „Die drei Perpendikel , welche von den Ecken eines Dreieckes auf 
die gegenüberliegenden Seiten gefüllt sind, schneiden sich in einem und dem- 
selben Punkte“, für welchen sich kein reeiproker Satz angeben lässt. Dieser 
Mangel haftet jedoch nicht an dem Satze, sondern an dem für ihn gewählten 
Ausdruck, wie sich sogleich zeigeu wird. 

Wenn wir uns den Satz durch eine Figur verdeutlichen, so haben wir drei 
Linieupaare vor Augen, welche durch vier Punkte gehen, und jede zwei Linien 
eines Paares stehen aufeinander senkrecht. Es lassen sich aber jede zwei ge- 
nule Linien , welche aufeinander senkrecht stellen , auffassen als ein Paar har- 
monischer Polaren eines bestimmten, in Linienooordinnten ausgedrückten Kegel- 
schnittes <P(u, v, w) = 0, wenn •t>(u,v,w) = u 1 +v‘ ist. Denn wenn «„ v 0 io,, 
die Coordinaten einer geraden Linie und u, r, u\ die f'oordinaten einer anderen 
geraden Linie bedeuten, so ist die Bedingung für harmonische Polaren des ge 
nannten Kegelseluiittes: 

= >V'i + v u v i =° 

genule die Bedingung, dass di« beiden geraden Linien aufeinander senkrecht 
stehen. 

Auf tirund Dieses kennen wir den angegebenen Satz auch so ausdrücken : 
„Wenn von drei Linienpaaren, welche sieh in denselben vier Punkten schnei- 
den, zwei Linienpaare harmonische Polaren sind des Kegelschnittes <Z> ( «, v, «•)= 0, 
so ist das dritte Linienpaar ebenfalls ein Polurenpaar des Kegelschnittes.“ 
Dieser Kegelschnitt ist ein ganz besonderer; wir brauchen ihn hier aber um so 
weniger zu beleuchten, als wir in der nächsten Vorlesung ausführlicher auf ihn 
zurückkommeu werden. 

Der genannte Satz ist nur für deu angegebnen Kegelschnitt bewiesen. 
Da erhebt sich nun die Frage , ob er allgemeine Geltung habe für jeden be- 
liebigen Kegelschnitt, eine Frage, die wir im Folgenden beantworten wollen. 

Wir gehen von dem Satze 14) der .-echszehnten Vorlesung aus, welcher 
sagt, dass identisch sein muss : 

l lö + 'flCt+‘l2Öä=0. 

wenn Q = 0, <?i = 0, Q t = 0 die Gleichungen von drei Linien paaren sind, 
welche sich in vier Punkten schneiden. Die drei Linienpaare seien 12, 34, 5t». 
Die homogenen Coordinaten derselben bezeichnen wir durch «, r, te mit an- 
gehängten Indices, den bezeichueteu Punkten entsprechend. Alsdann haben 
wir die Ausdrücke : Ä 

Q =(u 1 x + v l y + ic, e) (u t x +v,y + w,c), 

4 > V| “ (V + + "'s«) («4*' + V 4 y +w,n), 

Qt — (« 5 * + »»» + »»*) (««* + v t y + 
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welche in 3) eingesetzt, diese Gleichung zn einer identischen machen. Die- 
selbe wird dadurch identisch, dass nach ihrer Entwickelung sowohl die 
Ooefficienten der Quadrate der Variahelen , als auch die Coefficienten der Pro- 
ducta verschwinden. Es ist daher erlaubt, in der entwickelten Gleichung 3 i an 
Stelle dev variahelen Grössen x 3 , if, «*, yz, zx, xy resjiective andere Grössen 
Cyy, e tt , Cjj, e ls , e^, r os zu substitniren , ohne die Gültigkeit der Gleichung da- 
durch anfzuheben. Durch diese Substitutionen gehen aber die entwickelten 
Ausdrücke Q , Q , , wenn wir die Bezeichnungen 5) der neunzehnten Vor- 
lesung adoptiren, Uber in: F, a , F lt , und die Gleichung 3) selber in : 

*) ‘I + ?i + ?* fj* = () - 

Verschwinden nun die beiden ersten Glieder dieser Gleichung, das ist, 
wenn das Linienpaar 12 sowohl, als das Linienpaar 34 harmonische Polaren des 
Kegelschnittes I'(u, v, tr) — O sind, so verschwindet auch das letzte Glied, 
dessen Verschwinden eben der analytische Ausdruck für das Polaren paar 56 ist. 

Wir haben damit den folgenden Satz l>ewiesen, dessen reeiproken Satz 
wir zugleich anschliessen. 

Wenn von drei Linien- Wenn die Endpunkte von 

paaren, welche sich in den- zwei Diagonalen eines voll- 

selben vier Punk ten sch ne iden, ständigen Viereckes har- 

zwei Linienpaare harmonische monische Polepaare eines 

Polaren eines Kegelschnittes Kegelschnittes sind, so sind 

sind, so ist das dritte Linien- die Endpunkte der dritten 

paar ebenfalls ein Polarenpaar Diagonale ebenfalls harmo- 

des Kegelschnittes. nische Pole des Kegel- 

schnittes. 

Um den reeiproken Satz aus dem bewiesenen Satze abzuleiten, denken wir 
uns vorerst zwei reciproke Figuren, die erste bestehend aus einem Kegelschnitte 
und einem Polarenpaare, welches bekanntlich harmonisch ist mit dem von 
seinem Schnittpunkte an den Kegelschnitt gelegten Tangentenpaare. Die andere 
reciproke Figur bietet einen Kegelschnitt dar und zwei Punktepaare 1 ; von 
welchen das zweite Paar dem Tangentenpaare in der andern Figur ent- 
sprechend auf dem Kegelschnitte liegt, das erste Paar auf der Verbindungs- 
linie des zweiten Paares. Du nun die beiden Linienpaure der ersten Figur har- 
monisch sind , so werden die ihnen entsprechenden Pauktepaare der zweiten 
Figur ebenfalls harmonisch sein. Das will aber sagen, dass das dem Polaren- 
paare entsprechende Punktepaar der reeiproken Figur ein Polcpaar ist für 
den Kegelschnitt dieser Figur. 

Stellen wir uns nun eiue, den bewiesenen Satz verdeutlichende Figur vor, 
zugleich mit ihrer reeiproken Figur, so wird letztere bestehen aus einem Kegel- 
schnitte und drei PolepaaOen desselben , welche die Schnittpunkte von vier 
geraden Linien sind, wie der oben angegebene reciproke Satz es verlangt. Ein 
strenger Beweis desselben kanu ddflurch geführt werden, dass man von dem 
Bilde dos Satzes in seiner Allgemeinheit ausgeht und sich das reciproke Bild 
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vor Augen legt. Da dasselbe ilen als bekannt vorausgesetzten ersten Satz vor 
•leutlicht. , so können wir aus diesem Satze auf den zu beweisenden Satz 
schliessen. 

Da nach Bemerkungen in der sechszehnten und achtzehnten Vorlesung die 
durch vier Punkte gelegten Linienpaare eine Involution bilden, wenn die vier 
Punkto in einen zusammenfallen, und die Endpunkte der Diagonalen eines voll- 
ständigen Viereckes eine Involution bilden, wenn die Seiten des Viereckes in 
eitler geraden Linie liegen, so gehen ans den genannten reeiproken Sätzen in 
den bezeichneten Fällen folgende schon bekannte Sätze hervor: 

Wenn drei harmonische Wenn drei Polepaare eines 

Polarenpaare eines Kegel- Kegelschnittes auf einer und 

Schnittes von demselbenPnnkte derselben geraden Linie lio- 

ansgehen, so bilden sie eine In- gen, so bilden sie eine Invo- 

volution. lution. 

Nach der vorausgegangenen Darlegung des Gesetzes der ReciprocitSt an 
einzelnen Fällen wollen wir zum Schlüsse dieses Uebertragungsprineip allgemein 
in Worten wiedorgeben. 

Eine Figur in der Ebene besteht im Allgemeinen ans Punkten , geraden 
Linien und Curven. Man kann sich dieselb in doppelter Weise entstanden 
denken, durch den Punkt oder'durch die gerade Linie. Wählt man den Punkt 
als die Einheit der Erzeugung, so wird die Figur der Inbegriff aller Punkte 
sein, welche in ihr liegen. Wählt, man dagegen die gerade Linie als die Einheit 
der Erzeugung, so stellt sich der Punkt dar als der Inbegriff aller geraden 
Linien, welche durch ihn gehen, und die Cnrve als der Inbegriff sämmtlieber 
Tangenten. 

Legt man nun einen Kegelschnitt alsDireetrix zum Grunde und betrachtet 
jeden Punkt einer gegebenen Figur als einen Pol, so wird seine Polare eine 
reciproke Figur bedingen , eine Figur , welche auch durch den Pol einer 
variabelen geraden Linie beschrieben wird , wenn man letztere als Erzeugerin 
der gegebenen Figur betrachtet. 

In dieser Weise entspricht jedem Punkte einer gegebenen Figur eine ge- 
rade Linie der reeiproken Figur, jeder geraden Linie der gegebenen Figur ent - 
spricht ein Punkt der reeiproken Figur, endlich entspricht jeder t'urve der ge- 
gebenen Figur wieder eine Curve der reeiproken Figur, die durch die Polare 
berührt wird, wenn der Pol die Curve der gegebenen Figur beschreibt, und die 
der Pol beschreibt, -venn sich die Polare als Tangent« um die Curve der ge- 
gebnen Figur bewegt. Umgekehrt entspricht auch in gleicherweise die ge- 
gebene Figur ihrer reeiproken Figur. 

Hiernach bedingt eine jede Eigenschaft einer gegebenen Figur, welche sich 
auf die Lage ihrer Bestandtheile bezieht, eine entsprechende Eigenschaft der 
reeiproken Figur. Da nun jede Eigenschaft einer Figur sich als geometrischer 
Satz ausdrücken lässt, so ist ein entsprechender Satz für die reciproke Figur 
die Folge des ausgesproehenen Satzes. 

Hr. ■r, Vorleinngnv 3 
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Der gefolgerte Satz hängt allerdings an der reziproken Figur, die eine durch 
die gegebene Figur ganz bestimmte ist; allein die Willktlrlichkeit der gegebenen 
Figur wird auch eine entsprechende Willktlrlichkeit der reciproken Figur zu - 
lassen, wodurch der in der reciproken Figur bewiesene Satz einen gewissen 
Grad der Allgemeinheit erlangt. Wie weit sieh diese Allgemeinheit erstreckt, 
erfährt man , wenn man von einer allgemein gedachten reciproken Figur aus- 
gehend, die zuvor gegebene als die reciproke von ihr bildet. Befindet sich 
unter diesen Umständen letztere noch in den Grenzen der Allgemeinheit des 
zum Grunde gelegten Satzes, so hat man die Ueherzeugung gewonnen, dass der 
aus der reciproken Figur abgeleseue Satz seine allgemeine Gültigkeit hat 

Eine weitere Willktlrlichkeit in der reciproken Figur ist. durch die Wahl 
der Directrix bedingt. Es wird sich, wie schon am Ende der vorhergehenden 
Vorlesung angedeutet worden ist., in einer spätem Vorlesung zeigen, von 
welchem Einflüsse die richtige Wahl der Directrix ist auf die Erfindung neuer 
geometrischer Sätze. 


Einundzwanzigste Vorlesung. 

Classification der Kegelschnitte. 

Die Kegelschnitt,- Gleichung f(x, y, 11 =-• 0 in gewöhnlichen Punkt- 
coordinaten besteht aus drei Gliedern fix, y) der zweiten Ordnung und aus drei 
linearen Gliedern, so dass man hat: 

1) fl 1 , y, 1 ) = fix, y I -I- 2 a su x + 2«., y -|- a a . 

Durch Drehung des Coordiuateusystemes um den Anfangspunkt, lässt sich, 
wie in der zehnten Vorlesuugdargelegt wurde:, die Function f(x, y) auf die Form 
zurückführen: f(x, y) = A u X*-f- A, }"% während die linearen Glieder in 1) 
linear bleiheu. Verschiebt man nun noch das Coordiuatensystem sich selbst 
parallel, so dass der Coordinaten- Anfangspunkt der Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes wird , so fallen nach der siebenzelmten Vorlesung von den linearen 
Gliedern noch zwei fort, so dass schliesslich ilie Function f{X,,y, 1) mir die 
Glieder l>ehält: 

2) f{x, y, 1) = A 0 X*-M 1 F* + *. 

Die Substitutionen, welche diese Transformation bewirken, sind folgende : 

... x-a{X + A) + a'{Y+B), 

} y = b{X + A) + b'(Y + B), 

in welchen A und B die Coordinaten des Mittelpunktes des Kegelschnittes 
f(x,y , 1 ) = 0 bedeuten. Was die Grössen A u und A, anbetrifft, so sind sie be- 
kannt als die Wurzeln der quadratischen Gleichung: 

3) ( a oo Aitn,, A) 0. 

Die Natur des Kegelschnittes, abgesehen von seiner Lage, hängt, also ab 
von den drei reellen Constauten A 0 , A„ x. Die beiden ersten sind reell als die 


Digitiz'ed by Google 


Classification der Kegelschnitte. 


35 


Wurzeln der quadratischen Gleichung 41, die letztere ist reell, weil sie, wie aus 
der Gleichung 2) zu ersehen ist, eine ganze Function ist der Coefficienten in 
der gegebenen Function, ferner der reellen Coefficienten in den Substitutionen 
3) und endlich der reellen Coordinaten des Mittelpunktes. Wir wollen be- 
merken, um sogleich davon Gebrauch zu machen, dass der rechte Theil der 
Gleichung 2) .wieder in den linken Theil übergeht, also in die Function 
/'(#, »/, 1), von der wir ausgingen, wenn wir die Variablen X und Yauf Grund 
der Substitution 3) ersetzen durch die Variabelen x und y. 

Wir haben hiernach durch blosse Verlegung des Coordinatensystemes die 
beliebig gegebene Kegelschnitt- Gleichung f(x, y, 1) = 0* auf ihre einfachste 
Form zurtickgefilhrt: 

5) A 0 x*-M,r s + * = o. 

Man sagt., dieGleickung 5) des Kegelschnittes sei auf den Mittelpunkt und 
die Axen desselben bezogen , indem man unter Axen des Kegelschnittes 
die von dem Mittelpunkte in der Richtung der bezeichueteu Coordinutenaxen 
ausgehenden Radien versteht, welche von dem Kegelschnitte begrenzt sind. 

Betrachten wir nun zwei solcher Kegelschnitte 5), deren Gleichungen sich 
nur in demWertbe der Constante x unterscheiden, welcher Werth für den zwei- 
ten Kegelschnitt sein mag x — A, so sehen wir, dass wenn X und Y die Co- 
ordinaten eines beliebigen Punktes auf. dem ersten Kegelschnitte bedeuten, 
immer eine von den Coordinaten unabhiingige Grösse (i sich bestimmen liixst. 
der Art, dass fiX und uY die Coordinaten eines Punktes auf dem zweiten 
Kegelschnitte sind. Das will sagen , dass die von dem gemeinsamen Mittel- 
punkte in derselben Richtung ausgehenden Radien der beiden Kegelschnitte 
immer gleiches Verhältniss haben. Solche Kegelschnitte heissen ähnliche 
und ähnlich liegende Kegelschnitte mit gemeinsamem Mittel- 
punkte. 

Auf Grund dieser Definition und der oben gemachten Bemerkung, dass 
der rechte Theil der Gleichung 2) durch die Substitution 3) in den linken Theil 
übergeht, können wir nun allgemein den Satz aussprecben : 

fi) Wenn die Gleichungen von zwei Kegelschnitten nur um 
eine additive Constante unterschieden sind, sohahen die K egel- 
schnitte denselben Mittelpunkt und sind ähnlich und ähnlicb 
1 iegend. 

Wir drücken diesen Satz nun anders aus, wenn wir unter der Voraus- 
setzung, dass der Kegelschnitt durch seine Gleichung f{x,y,s)— 0 inhomogenen 
Punktcoordinaten gegeben sei, sagen: 

Die Gleichung 

7) f(x, t/, e) — A tp (x, y, e) = 0 

mit dem willkürlichen Factor A ist der analytische Ausdruck aller ähnlichen 
und ühnjicb liegenden Kegelschnitte mit gemeinsamem Mittelpunkte, wenn die 
Funetion tp ist tp — z~ . Hierdurch kennzeichnen wir die in Hede stehende 

i* 
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( -lasse von Kegelschnitten als solche, welche durch die vier Punkte gehen, in 
welchen die Kegelschnitte f = 0 und cp = 0 sich schneiden. 

Zu gleicher Zeit werden wir aber auch auf einen Kegelschnitt <p = 0 auf- 
merksam gemacht, der bemerkenswerthe Eigenschaften hat. Er ist nichts 
Anderes als ein Linienpaar, welches mit der geraden Linie im Unendlichen stn- 
sanuneniUllt. Seine charakteristische Eigenschaft ist, dass je_ zwei Punkte 0 
und 1 harmonische Pole zu ihm sind, wenn der eine von ihnen im Unendlichen 
liegt. Es ergiebt sieb dieses aber sowohl ans der geometrischen Anschauung, 
als wenn man auf die in der siebenzehnten Vorlesung entwickelte Bedingungs- 
gleichuug <p ol =0 für harmonische Pole des Kegelschnittes <p — (1 zurllckgeht.. 
Wir definiren diesen Kegelschnitt al«*r auch analytisch , wenn wir sagen : Kr 
ist der einzige Kegelschnitt, dessen Gleichung in Punktcoordinaten für jedes 
rechtwinklige ( 'oordinateusystem sich nicht lindert,. Diese Definition wird In 
dem zweiten Theile unserer Vorlesung auf die Entdeckung eines andren, ebenso 
ausgezeichneten Kegelschnittes führen. 

Die Bedingungsglcichnng ftlr ein harmonisches Polenpaar 0 und 1 des 
Kegelschnittes 7) lässt sich auf Grund der sicbenzehnten Vorlegung kurz durch 
die Gleichung wiedorgehen : 

8) f m — X<p 0i =0. 

Das erste Glied dieser Gleichung verschwindet, wenn dns Punkte paar 0 
und 1 ein harmonisches Polepaar ist des gegebenen Kegelschnittes f — 0, das 
zweite Glied verschwindet, wenn einer der beiden Pole im Unendlichen liegt. 
Daraus folgt, dass jedes Polepaar des gegebenen Kegelschnittes f= 0 ein 
Polepaar des Kegelschnittes 7) ist, wenn der eine Pol im Unendlichen liegt. 
Diese Bemerkung lässt sich so ausdrücken : 

9) Die Sehnen, welche auf einer beliebig gegebenen geraden 
Linie von ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitten be- 
grenzt werden, haben densel hen M i ttelpun k t. 

Denn wenn von einem harmonischen Polepaare eines Kegelschnittes der 
eine Pol im Unendlichen liegt, so halhirt der andere die Sehne, welche dnpph 
beide gehl. 

Werfen wir nun einen Blick auf die Lage der vier Punkte, in welchen 
sich die Kegelschnitte 7) schneiden, so kann es uns nicht entgehen, dass die- 
selben zwar sämmtlich im Unendlichen liegen, dass sie sich aber in der Art 
paaren, dass zwei derselben zusainmenfallen , und dass das andere Paar wieder 
in einem Punkte zusaramenfällt. Durch diese vier Punkte im Unendlichen 
lassen sieb drei Linienpaare lngou. Dass von diesen drei Linienpaaren 
zwei Paare im Unendlichen liegen, ist ersichtlich. Es bleibt also noeh ein 
Linienpaar übrig, welches zusammenfallende Punkte verbindet. Dieses Linien- 
paar braucht nicht nothwendigerweise im Unendlichen zu liegen, und es erhebt 
sich daher die Frage, ob unter den Kegelschnitten 7) ein Linienpaar im 
Endlichen anzutrefien ist. 
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In der Thnt lässt sich ein Factor A der Art bestimmen, dass die Gleichung 
7) ein endliches Linienpaar wird, und dieses Linienpaar hat die Eigenschaft, 
jeden Kegelschnitt 7) im Unendlichen zu berühren. Dieses Linienpaar, welches 
von dem gemeinsamen Mittelpunkte der Kegelschnitte 7) ausgeht, wird mit dem 
Namen der Asymptoten bezeichnet. Man kann demnach die Asymptoten 
eines Kegelschnittes detinireu als die von dem Mittelpunkte au den Kegelschnitt 
gelegten Tangenten, oder auch als dasjenige Tangentenpaar, welches den 
Kegelschnitt, im Unendlichen berührt. Auf Grund dieser Definitionen 
charakterisirt sich denn die nufgeführte ('lasse von lihnlichen und ähnlich liegen- 
den Kegelschnitten mit demselben Mittelpunkte als solche, welche dieselben 
Asymptoten haben. 

Die Asymptoten eines Kegelschnittes kennen imaginär oder reell sein. 
Darnach zerfallen, dann, wie wir sogleich sehen werden, die Kegelschnitte, 
welche einen Mittelpunkt haben, in Ellipsen und Hyperbeln. 

Wir ändern nur den Coordinatenanfang , wenn wir in der Gleichung 5) 
des Kegelschnittes die Variabelen um Constanten ändern. Durch diese Aen- 
derung vermehren sich die Glieder der Gleichung nur um lineare Glieder, 
während die Glieder zweiter Ordnung unbehelligt bleiben selbst bei beliebiger 
Verlegung des ( 'oordinatenaufanges. Wir schliessen daraus in Berücksichtigung 
des Satzes G) : 

10) Wenn d ie Gleichungen von zwei Kegelschnitten in ihren 
Gliedernder zweiten Ordnung Ubereinstimmen, so liegen ähn- 
liche und ähnlich liegende Kegelschnitte vor. 

Es haben also Kegelschnitte parallele Asymptoten paare , wenn in ihren 
Gleichungen die Glieder zweiter Ordnung Ubereinstimmen. 

Kehren wir nun zu der Axen- Gleichung 5) des Kegelschnittes zurück, so 
können wir mit- Veränderung der Bezeichnung derCoordinnten zwei Fälle unter- 
scheiden, wenn die quadratische Gleichung 4), von welcher das Axenproblem 
des Kegelschnittes abhängt, Wurzeln mit gleichen Vorzeichen hat: 


II j 


12i 



- j + 'tz + 1=0. 

n‘ b- 


Diese Gleichungen sind die analytischen Ausdrücke für Kegelschnitte, welche 
Ellipsen genannt werden. Diu letzteren, welche keinen reellen Funkt aufzu- 
weisen haben, heissen deshalb imaginäre Ellipsen. 

Ob die Gleichung fix , »/, 1) = 0, von welcher wir ausgingen , einer Ellipse 
zugehöre oder nicht, erfahren wir aus der Gleichung 4). Das von A unabhängige 
Glied in ihr, welches das Product der Wurzeln ausdrflokt, muss positiv sein im 
Falle der Ellipse Es ist demnach n m n u — = pos. das Kriterium für dio 
Ellipse f(x, y, 1) = 0. 
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Es kann aber auch in der Axengloichnng 5) de« Kegelschnittes x ver- 
schwinden. In diesem Falle orgiebt sich daraus mit Beibehaltung der gleichen 
Bezeichnung die Gleichung de« Asymptotenpnares 


13 ) 



sowohl für den Kegelschnitt 11) als 12). Da dieses Linienpaar imaginilr ist., 
so kann man die Ellipsen auch als diejenigen Kegelschnitte bezeichnen, welche 
imaginäre Asymptoten "haben. 

Den Fall, wenn eine Wurzel der quadratischen Gleichung 5) verschwindet, 
brauchen \Cir hier nicht weiter zu discutiren , erstens weil die Gleichung 5) 
dann ein mit einer Coordin&tenaxe paralleles Linienpaar darstellen würde, und 
zweitens weil, wie es sich in dem Folgenden zeigen wird, gerade derjenige Fall 
vorlitge, den wir in unserer Untersuchung ausdrücklich ausgeschlossen haben, 
nämlich der Fall, weuu der Kegelschnitt keinen Mittelpunkt hat. 

Wir kommen nun zu dem zwoiteu Falle der ungleichen Vorzeichen der 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 4). In diesem Falle können wir, wenn 
wir die Coordinateuaxcn für gleichberechtigt nehmen, nur eine Form der Ke- 
gelschnitt - Gleich ung hervorhebeu : 



Es ist dieses die Gleichung der Hyperbel. Das Kriterium für die Hy- 
porbel -Gleichung f< x, y, 1) = 0 ist demnach, dass das von / unabhängige Glied 
in der Gleichung 4) das negative Vorzeichen hat, dass a^a,, — a*„ = nrg. 

Wenn man in der genannten Hyperbel - Gleichung das ganz constante 
Glied unterdrückt, so erhält man die Gleichung der Asymptoten der Hyper- 


bel 14): 
15) 



eine Gleichung, welche in reelle Factoren zerlegbar ist. Man kann daher die 
Hy[>erbel auch detiniren als denjenigen Kegelschnitt mit einem Mittelpunkte, 
welcher reelle Asymptoten hat. Und in der That, wenn mau in der Gleichung 
f{x,y,Y) — 0 dem ganz constantcn Gliede einen solchen Werth beilegt, dass 
die Gleichung in lineare Factoren zerfällt, und die Bedingungen aufstellt, unter 
welchen die Factoren imaginär oder reell werden, so erhält, man gerade die 
oben aufgestellten Kriterien für Ellipsen und Hyperbeln. 

Wenn in der Hyperbel -Gleichung 14) a — b wird, so liegt eine gleich- 
seitige Hyperbel vor, die sich dadurch charakterisirt , dass ihre Asympto- 
ten aufeinander senkrecht stehen. Die gleichseitige Hyperbel entspricht in 
gewisser Art derjenigen Ellipse, deren Axen einander gleich sind, das ist dem 
Kreise. 

Was die Form der Imhandelten Kegc'lschnitte mit einem Mittelpunkte un- 
betrifft, so kann dieselbe leicht aus ihren Axeugleichungeu abgenommen wer- 
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den. Die Ellipse erscheint als eine geschlossene Curve, <lie Hyperbel hat zwei 
getrennte Acste, die in das Unendliche verlaufen. 

Es bleibt noch übrig, die Parabel -Gleichung f(x,y, 1) = 0 in ähnlicher 
Weise zu diseutiren. Zu diesem Zwecke gehen wir auf die Darstellung der 
Function f(x,y,l) in 1) zurück. Durch Drehung des Coordimitensysteras um 
den Anfangspunkt lässt sich die Function f(x,y) auf die Form zurückführen : 

/■(z,y) = A 0 X s + A.F», 

während die linearen Glieder in der Function f(x, y, 1) linear bleiben. Da aber 
A u und X, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 4) sind, in welcher das von 
X unabhängige Glied fi w <‘ n — n’„ , = 0 wird, so hat die Gleichung eine Wurzel 
X u =0. Es wird demnach f(x,y) — A,y s und 

f(x,y, l) = l t Y* + 2(a J0 a + a iy b)X + 2{a i(l a + a„ b') 7+ a„. 

Wir verlegen nur den Anfangspunkt des letzten Coordinatensystemes, ohne 
die Richtung der Coordinatenaxen zu ändern, wenn wir für X und Y respective 
setzen X-Y A und 1+71, wodurch die Gleichung übergeht in 
i«) /•(*, y, 1 ) = A, ( r+ Bf + 2 K,o + a tl b) (X + A) 

+ ^(« 20 " + rt »i b')(Y+B) + u a . 

Diese Transformation wird wieder bewirkt durch die Substitution 3), mit 
dem Unterschiede, dass hier über die Coordinaten A und B noch keiue Be- 
stimmung getroffen ist. 

Der rechte Tbeil der Gleichung enthält entwickelt nur vier Glieder mit den 
Factoren Y*, X, l r , und ein von den Variablen freies Glied Ihre Coefficienten 
sind der Reihe nach: 

*». 

2fa J0 a -f «j! b) = — 2u , 

2(o Sf ,«'-f- (ij, b’) X, B, 

A,/C -)- 2(a M « -f- a iy b'\A + 2(a in a + n iy b‘) B a n . 

Die beiden ersten Coefficienten bleiben unberührt von der Lage des neuen 
Coordinatenanfanges , dagegen können die beiden letzten Coefficienten durch 
geeignete Wahl der Coordinaten A und B zum Verschwinden gebracht werden. 
Setzt man nämlich den vorletzten Coefficienten gleich Null, so ergiebt sich dar- 
aus der Werth von B und hierauf wieder eindeutig der Werth von A , wenn 
mau den letzten Coefficienten gleich Null setzt. 

Setzen wir die eben bezeichnten Wert he von A und B voraus, so sehen 
wir, dass in dem vorliegenden Falle die behandelte Function durch die Substi- 
tutionen 3) transformirt wird in : 

17) f(*,.y,l) = A,y*- 2yX, 

wonach die Parabel- Gleichung, wenn wir = ;i setzen und die Bezeichnung 

*i 

der Coordinaten wie früher ändern „ihre einfachste Gestalt erhält: 

IS) i — 2px — 0. 
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Die Grösse p, welche die Natur der Parabel bedingt, heisst Parameter, 
Diu Kegelschnitt- Gleichungen 11) und 14) mit einem Mittelpunkte haben zwei 
Parameter a und b. Sie sind die Ausdrücke für die Längen der Axon. Die 
Axc b der Hyperbel wird auch Zwergaxe oder imaginäre Axe geuannt. Die 
geometrische Bedeutung des Parameters der Parabel liegt nicht so nahe. Wir 
müssen sie als ein in der nächstfolgenden Vorlesung zu lösendes Problem hier 
vertagen. 

Die Form der Parabel ergiebt sich aus ihrer Gleichung 18). Sie besteht 
aus einem Aste, der die y - Axe des Coordinatensystemes in dem Anfangspunkte 
berührt und sich daun symmetrisch um die z-Axe in das Unendliche erstreckt. 
Ihr Mittelpunkt liegt im Unendlichen der ar-Axe. Der Anfangspunkt des Co- 
ordinatensystemes , auf welches sich die Gleichung 18) bezieht, heisst der 
Scheitel der Parabel. Er eharakterisirt sich dadurch, dass er auf der 
Parabel selber liegt, und dass die Tangente in ihm senkrecht steht auf seiner 
Verbindungslinie mit dem Mittelpunkte, der in das Unendliche fallt. Diese 
Vorbindungslinie wird Durchmesser der Parabel genannt. 


In derselben Weise, als wir von der Kegelschnitt -Gleichung f{x,y, 1) = 0 
in Punktcoordinaten ausgegangeu sind, können wir auch die Gleichung in 
Liniencoordinaten F(u, v, 1) = 0 desselben Kegelschnittes unserer Entwicke- 
lung zu Grunde legen. Ganz gleiche Betrachtungen , die wir an der letzteren 
Kegelschnitt -Gleichung anstelle!!, werden theils auf dieselben, thcils auf neue 
Tliatsachen führen. 

Durch Verlegung des Coordinaten- Anfangspunktes in den Mittelpunkt dos 
Kegelschnittes lässt sich, wie man in der neunzehnten Vorlesung gesehen hat, 
die Gleichung des Kegelschnittes auf die Form zurtlekfflhren : 


f(“, »)+*=0, 

wenn man unter Flu, v) die Glieder der zweiten Ordnung versteht.. Durch 
Drehung des Coordinatensystemes um den Anfangspunkt lässt sich die Function 
F(w,v) zurückfUliren auf die Form: 


U* V* 

A u A i 

Ziehen wir nun die genannten beiden Operationen in eine zusammen, so erhal- 
ten wir die Transformation: 


19 ) 


F(u,v,\) = 


O 


fl -au - livy u„ i, x I 


zugleich mit den Substitutionen, welche diese Transformation bewirken: 
nü + nV blJ+b'V 


2G) 


" l—AU—BV' V 1 -AU- ItV 


Es bedeuten hier A und B die Coordjuaten des Mittelpunktes, C eine ( 'on- 
-Uuite, auf deren Bedeutung wir nicht, näher eingeheu. Was die Grösseu Z 0 , 
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A,, x anbetrifft, so liaben sie vorläufig nur die Bedeutung von Constanten, 
welche erst zu bestimmen sind. Es wird sich aber sogleich zeigen, dass diese 
(Jons tun teu für Jen betrachteten Kegelschnitt die gleiche Bedeutung haben, als 
die mit gleichen Zeichen ausgedrttekten Constanten in der vorausgegangenen 
Untersuchung. 

Die Transformation 19) führt die gegebene Kegelschnitt- Gleichung: 
F(«,e,l) = 0 

auf die Axen^leicliunjr zurück : 


Tj -i V- 1 

21) i'o + a 7 + x = 0, 

in welcher die Coordinatenaxen die Richtung der Axen des Kegelschnittes an- 
geben. 

Wir sind nun in der Lage, uns davon überzeugen zu können, dass die Con- 
stanten A 0 , A, , x in dieser Gleichung des Kegelschnittes dieselbe Bedeutung 
der gleichbezeichneten Constanten in der Gleichung 5) ebendesselben Kegel- 
schnittes haben. Wir brauchen nur die Gleichungen 5) und 21) homogen zu 
machen, um zu sehen, dass der linke Theil der einen Gleichung die reeiproke 
Function des linken Theiles der anderen Gleichung ist. 

Die Veränderung von * hat uns in dem ersten Theile unserer Vorlesung 
auf einen höchst merkwürdigen Kegelschnitt tp = 0 geführt, dessen charak- 
teristische Eigenschaft ist, dass je zwei Punkte harmonische Pole zu ihm sind, 
wenn piner von ihnen im Unendlichen liegt. Die Veränderung von x in unse- 
rer Gleichung 21) würde nichts Neues bieten. Indem wir aber an der charak- 
teristischen Eigeifsehaft des genannten Kegelschnittes qp — 0 festhalten, erhebt 
sieb die analoge Frage, ob wohl ein Kegelschnitt existirt, dessen harmonische 
Polaren immer aufeinander senkrecht stehen. Eine andere charakteristische 


Eigenschaft des Kegelschnittes <p = 0 war, dass seine Gleichung in jedem recht- 
winkligen Coordinatensysteme dieselbe blieb. Daran schliesst sich nun die wei- 
tere Frage, ob ein Kegelschnitt existirt, dessen Gleichung in Liniencoordinatcn 
für jedes rechtwinklige ('oordinatensysteni nngeiindert bleibt» 

Wenn sich nun beide Fragen bejahend beantworten lassen, also zwei Ke. 
gelschnitte gefunden werden können , von welchen der eine der einen , der an 
dere der anderen Bedingung genügt, so drängt sich die weitere Frage auf, ob 
die beiden Kegelschnitte von einander verschieden sind. Diese Fragen sollen in 
dem Folgenden beantwortet werden. 

Es existirt in der That, wenn wir setzen: 

(w, v, io) = u- + t’*, 

ein Kegelschnitt <I>(u,v,w)— 0, dessen Gleichung für jedes rechtwinklige t'o- 
ordinatensystem ungeändert bleibt» Er stellt ein imaginäres Punktepaar im 
Unendlichen dar. 


Zwei durch ihre (Joordiuaten gegebene gerade Linien 0 und 1 sind har- 
monische Polaren zu ihm, wenn <2> 0I =(), das ist, wenn m„«, + «’ u t; 1 = 0. Die- 
ses ist aber die Bedingung, dass die harmonischen Polaren aufeinander »enk- 
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rocht stehen. Da diese Bedingung immer erfüllt wird, wenn zwei gegebene 
gerade Linien 0 und 1 aufeinander senkrecht stehen, so hat der Kegelschnitt 
beide, oben hervorgehobene Eigenschaften. Seine Gleichung lindert sich nicht 
von einem rechtwinkligen Coordinatensysteme zu einem anderen , und je zwei 
aufeinander senkrecht stehende gerade Linien sind harmonische Polaren zu ihm. 

Nachdem wir nun einen in seiner Art ausgezeichneten Kegelschnitt 
0 (u, v, tv) = 0 kennen gelernt haben mit Eigenschaften, welche ganz analog 
sind den Eigenschaften des in dem ersten Theile unserer Vorlesung aufgeführ- 
ten Kegelschnittes (p(x,y,e) = 0, so bleibt noch übrig, ihn in ähnlicher Weise 
zu verwerthen. Zu diesem Zwecke stellen wir die Gleichung der Kegelschnitte 
auf, die mit den beregten beiden Kegelschnitten dieselben Tangenten haben: 

22) F(u,V,w) — JL # (*,»,«)«= 0. 

Da die gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegelschnitte nichts Anderes 
sind, als die von den beiden im Unendlichen liegenden imaginären Punkten 
0 = 0 an den gegebenen Kegelschnitt gezogenen Tangenten, so werden diesel- 
ben imaginäre gerade Linien. Von ihnen ausgehend die vorliegende Classe 
von Kegelschnitten geometrisch zu definiren, ist daher nicht zulässig; wir müs- 
sen vielmehr eine reelle charakteristische Eigenschaft der Definition zum Grunde 
legen. 

Nehmen wir zu diesem Zwecke zwei gerade Linien 0 und 1, so werden sie 
harmonische Polaren des Kegelschnittes 22) sein unter der Bedingung-: 

23) r« 

Das erste Glied der Gleichung verschwindet, wenn die genannten Linien 
harmonische Polaren des gegebenen Kegelschnittes sind; das andere Glied ver- 
schwindet, wein jene Linien aufeinander senkrecht stehen. Es ist daher jedes 
Polarenpaar des gegebenen Kegelschnittes ein Polarenpaar der ganzen Classe 
von Kegelschnitten 22), wenn die Polaren des gegebenen Kegelschnittes auf 
oinander senkrecht stehen. Solche Kegelschnitte führen den Namen dercon- 
focalen Kegelschnitte wegen der Eigenschaft ihrer Brennpunkte, wovon 
in der nächsten Vorlesung die Bede sein wird. Hier definiren wir die Kegel- 
schnitte 22) als die Classe von Kegelschnitten , für welche jedes Paar Polaren, 
welche auf einander senkrecht stehen, ein Polarenpaar ist für die ganze Classe, 
wenn dasselbe ein Polarenpaar ist für einen Kegelschnitt aus der Classe. 

Aus dieser Definition folgt nun unmittelbar der Satz, welcher dem Satze 
9) entspricht: 

24) Wenn man von einem beliebigen Punkte an confocale 
Kegels ehnitte Taugeutenpaare legt, so werden die Winkel, 
welche ein jedes Tangentenpaar bildet, von einem, und dem- 
selben Linienpaare halbirt. 

Zum Beweise des Satzes brauchen wir uns nur daran zu erinnern, dass 
das Linienpaar, welches die Winkel des Tangentenpaares eines Kegelschnittes 
halbirt , harmonisch ist zu dem Tangenten paare und darum ein .senkrechtes 
Polarenpaar. 


Digitized by Googlq 


Classification der Kegelschnitte. 


43 


Wenn man den beliebigen Punkt in den Schnittpunkt zweier coufocalcn 
Kegelschnitte verlegt, so fallen die Tnngentenpaarc zusammen, das erste mit 
der Tangente des ersten Kegelschnittes , das zweite mit der Tangente des an- 
deren Kegelschnittes. Daraus folgt der specielle Satz: 

25) Confoeale Kegelschnitte schneiden einander senkrecht. 

Das will sagen , dass die Tangenten in dem Schnittpunkte aufeinander 
senkrecht stehen. 

Um noch auf eine andere, nicht charakteristische Eigenschaft der confoca- 
leu Kegelschnitte aufmerksam zu machen , bemerken wir, dass die allgemeine 
Gleichung 22) confocaler Kegelschnitte, wenn man tv = 1 setzt, durch die Sub- 
stitution 20) übergeht in : 

IU S V* II 

2 ß ) C (- + -- + -}_Atf7* + F , ,»0, 

woraus wir schliessen, dass confoeale Kegelschnitte denselben Mittelpunkt und 
dieselbe Richtung der Axen haben. 

Gehen wir schliesslich auf die Axen -Gleichung 21) des Kegelschnittes zu- 
rück, so hissen sich mit Veränderung der Variabelen zwei Fülle: 

27) «*«* + &*»*- 1=0, 

28) « s « 3 + b*v* +1=0 

der reellen und imaginären Ellipse unterscheiden und der Fall der Hyperbel: 

29) a*u*-b*v>- 1 =0. 

Es sind dieses Gleichungen, welche unmittelbar durch Uebertrngung von 
Punktcoordinaten in Liniencoordinaten aus den Gleichungen 11), 12), 14) her- 
vorgehen. Auf dieselbe Weise erhält' man aus 18): 

30) v* — — « = 0, 

P 

die Gleichung der Parabel in ihrer einfachsten Gestalt, ansgedrückt durch 
Liniencoordinaten. 

Es lag dieser Vorlesung vornehmlich die Absicht zum Grunde, die Duali- 
tät zwischen ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitten mit demselben 
Mittelpunkte und den confoealen Kegelschnitten nicht allein zur Anschauung 
zu bringen, sondern auch eine organische Verbindung zwischen den genannten 
beiden (.'lassen herzustellen. Wir wollen uns aber nicht verhehlen, dass das 
aufgeführte Band nur ein erkünsteltes ist, wie es die synthetische Geometrie 
zur Erforschung ihrer Wahrheiten nicht selten gebraucht. Wir mussten De- 
finitionen verschiedener Art vorausgehen lassen, um eine Einsicht in jene 
Dualität wahrnehmbar zu machen, wir mussten unsere Zuflucht nehmen zu 
dem Unendlichen, sogar zu der im Unsichtbaren wirkenden Macht des Imagi- 
nären. Und dennoch Hess sich die sich von selbst erhebende Frage, „welche 
Punkte der confoealen Kegelschnitte den Asymptoten der ersten C'lasse von 
Kegelschnitten entsprechen“, nicht beantworten. Es sind dieses die Brenn- 
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punkte, von welchen in der nächsten Vorlesung die Kede sein wird. Die natür- 
lichste Verbindung zwischen Asymptoten und Brennpunkten ohne Hilfe des 
Imaginären muss man nicht in der Ebene, sondern auf der Kugclolierflüche 
suchen, wovon am Ende der vierten Vorlesung meiner Raumgeometrie eine 
kurze Andeutung gegeben ist. 


Zweiundzwanzigste Vorlesung. 

Construction (1er Kegelschnitte von ihren Brennpunkten aus. 

' Die gerade Linie ist in der zweiten Vorlesung als der geometrische Ort 
eines variahelen Punktes definirt worden, dessen Alistünde von zwei festen 
Punkten einander gleich sind. Wenn wir die von dem variahelen Punkte mich 
den beiden festen Punkten gezogenen geraden Linien der Kürze wegen Radien 
veetoren nennen und die festen Punkte mit dem Namen der Brennpunkte be- 
zeichnen, weil jeder von dem einen Brennpunkte durch die gerade Linie reflee- 
tirte Strahl wie von dem andern Brennpunkte ausgegungen erscheint, so kön- 
nen wir auch sagen, dass der variabele Punkt der geraden Linie die charak- 
teristische Eigenschaft habe, dass die Differenz der von ihm nach den Brenn- 
punkten geführten Radienvectorcn gleich Null sei. Daran schliesst sich nun 
die Frage, welches der geometrische Ort eines variahelen Punktes sein werde, 
wenn die Differenz oder die Summe der Radienvectoren nicht Null, sondern 
eine gegebene Grösse ist 

Bezeichnen wir mit r u , y Q< z u und st,, y„ r, die L'oordinaten der gegebenen 
Brennpunkten und 1 und mit ß 0 und ß,- die Quadrate der von dem variahelen 
Punkte x, y nach den Brennpunkten gezogenen Radienvectoren, so haben wir 

n A) = (* - Y + (y- JA,)*. 

ß, — (* — *,)* + (y — jt,)*. 

Soll nun die Summe oder die Differenz der Radienvectoren eine gegebene 
Grösse 2a sein, so wird die Gleichung: 

2 ) vh ± v% = 2 « 

der analytische Ausdruck für die gesuchte t'urve. Durch Quadrinmg beider 
Theile der Gleichung erhalten wir : 

ß,) 

und wenn wir aliermals beide Theile der Gleichung quadriren , so wird : 

3) 1 <3 a« - 8 a« (ß 0 + ß,) + (K -*,)* = 0 
die von dem Irrationalen befreite Gleichung der Curve. 

Diese Gleichung ist in Rücksicht auf die variahelen Coordinaton von der 
zweiten Ordnung, weil (ß„— ' ’/»*,) von dar ersten Ordnung ist. Wir können 
demnach sagen, dass ein vrfriabeler Punkt einen Kegelschnitt beschreibt, wenn 
entweder die Summe oder die Differenz seiner nach den Brennpunkten geführ- 
ten Radienvectoren eine gegebene Grösse ist. 


Digitized by Googl 


Constraction der Kegelschnitte von ihren Brennpunkten ans. 


45 


Wenn wir der begonnenen Untersuchung, in welcher sich ein Unterschied 
zwischen Ellipse und Hyperbel entsprechend der Summe und der Differenz der 
Radienveotoreu bemerkbar machen wird , voraneilen, so mag es auffallen , dass 
dieselbe Gleichung 3) bestimmt sein soll, sowohl eine Ellipse, als eine Hyper- 
bel darzustellen. Diesen scheinbaren Widerspruch wollen wir gleich damit be- 
seitigen, dass wir auf die allgemeine Gleichung 5) in der vorhergehenden Vor- 
lesung der Kegelschnitte mit einem Mittelpunkte aufmerksam machen, welche 
je nach den Umständen eine Ellipse oder eine Hyperbel ansdrückt. In gleicher 
Weise werden wir in der vorliegenden Untersuchung einen Unterschied zu 
machen haben, ob die gegebene Grösse 2 a, über welche wir nach Belieben ver- 
fügen können, grösser oder kleiner ist als der Abstand der beiden Brennpunkte 
von einander; denn dieser Unterschied wird sich als die Bedingung herausstel- 
len, ob eine Ellipse oder Hyperbel vorliegt. 


Um unsere Untersuchung zu vereinfachen und die Kegelschnitt-Gleichung 
gleich auf die Axen bezogen zu haben, verlegen wir die Brennpunkte in die 
x Axe zu beiden Seiten der y - Axe in der Entfernung e. Alsdann wird 

*# = — *. »0 = °. *i = + *, .Vi = f», 

und ans 1) wird 

,, ' H 0 = (x+c)» + .«/*, 

' = (x - c) s + 


Setzen wir nun die Wortho von 


fi 0 +H 1 = 2(te*+y i +«*) I 7f 0 — Ä, =4 ca: 
in die Gleichung 3) ein, so geht die genannte Gleichung über in 
5) ar* (a* — c*) + a® y 3 — a- (a* — r s ) = 0. 


Tn dem ersten Falle, wenn die Summe der Kadienvectoren gleich 2a sein 
soll, müssen wir, um eine reelle Uurve zu erhalten, annehmen, dass o>r. 
Setzen wir nun a*— c*=ft s , so geht die Gleichung 5) Uber in: 

6 ) ^+£-1 = 0 . 


Der gesuchte Ort dos variahelen Punktes ist also eine Ellipse. 

In dem andern Falle, wenn die Differenz der R&dienvectoren gleich 2a 
sein soll, muss unter der Bedingung einer reellen Cnrve angenommen werden, 
dass e* — a* = ä* eine positive Grösse ist. Alsdann geht die Gleichung 5) 
über in 


7) 


a? 


6 * 


- 1 = 0 , 


die Gleichung einer Hyperbel. 

Um beide Fälle aber unter demselben Gesichtspunkte zusammen zu fassen, 
bleiben wir bei der Gleichung 5). Wenn wir die Gleichung 5) des gesuchten 
Kegelschnittes durch Liniencoordiuaten ausdrtleken, so finden wir: 

8) („M+ l) + (a i -e > )(M*-ft^) = 0, 
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eine Gleichung, welche zusammengesetzt ist aus den beiilen Gleichungen : 
n*e- — 1=0 und u* ■+• v* — 0. 

Die erste Gleichung ist die der Brennpunkte , die andere Gleichung stellt 
«las im Unendlichen gelegene imaginäre Punktepaar dar, dessen Eigenschaften 
wir in der vorausgeganfcenen Vorlesung dargelegt halten. 

Wenn wir in der Gleichung 8) die Grösse a variiren lassen, so ist diese 
Gleichung auf Grund der vorhergehenden Vorlesung «ler analytische Ausdruck 
vou confocalen Kegelschnitten. Da diese Gleichung für a — c das Brennpunkte* 
paar darstellt, so ist «las Brennpnnktepaar confocal mit dem Kegelschnitte 8), 
und der Satz 24) «ler vorhergehenden Vorlesung kann in dem vorliegenden 
Palle so ausgesprochen werden: 

9) Die Winkel, welche das von einem beliebigen Punkte 
an einen Kegelschnitt gelegte Tangentenpaar bildet, und die 
Winkel, welche die von demselben Punkte nach den Brenn- 
punkten des Kegelschnittes geführten Kadienveetoren bilden, 
werden von demselben Linienpaare halbirt. 

Wird der beliebige Punkt ein Punkt des Kegelschnittes selber, so lässt 
sich der Satz so ansdrllcken : 

10) Die von einem beliebigen Punkte eines Kegelschnittes 
nach seinen Brennpunkten gezogenen Radien vectoren bilden 
gleiche Winkel mit der Tangente in dem Punkte. 

Dieser Satz ist die Veranlassung der Benennung der Brennpunkte ge- 
wesen ; denn .jeder Strahl , der vou einem Brennpunkte in «ler Richtung des 
Radiusvector ausgeht, wird von dem Kegelschnitte in der Richtung «les and«*rn 
Railiusvector refleetirt. 

Die Gleichung des Breimpuuktepaares des gegebenen Kegelschnittes 8) 
erhielten wir, indem wir das Punktepaar suchten, welches confocal ist mit dem 
Kegelschnitte. Es gieht aber noch zwei Punktepaare, welche ebenfalls mit, dem 
gegebenen Kegelschnitte confocal sin«l. Ihre Gleichungen erhalten wir, wenn 
wir entweder a = 0 oder a— oo setzen: 

o*e* + 1 =0, «* + *>* — 0. 

Was das erste Punktepaar anbetrifft, so ist ersichtlich, dass dasselbe auf 
der zw'eiten Axe des Kegelschnittes liegt in der imaginärim Entfernung ei und 
— ei von dem Mittelpunkte. Es ist selbst imaginär, aber vollständig bestimmt 
durch das reelle Brennpuuktepaar. Das letzte Punktepaar ist ebenfalls ima- 
ginär, liegt, in dem Unendlichen und ist für jeden Kegelschnitt das gleiche. 
Auch diese beiden imaginären Punktepaare werden Brennpunkte des Kegel- 
schnittes genannt wegen gleicher analytischer Eigenschaften als die reellen 
Brennpunkte. 

Ans der geführten Untersuchung ergiebt sich nun folgeude, im prak- 
tischen Leben gebräuchliche Construction der Ellipse 6). 

Der eine Endpuukt eines uuausdehnhareH Fadens von der Länge 2 a sei 
mit dem einen Brennpunkte c fest verbunden, sowie der andere Endpunkt mit 
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dem /.weiten Brennpunkte e. Wenn man alsdann einen Stift so bewegt , dass 
er den Faden fortwährend spannt, so beschreibt er die Ellipse. 

Um in einem gegebenen Punkte p 
der Ellipse die Tangente zu construi- 
ren, verlängern wir den Radiusvector r 
um den andern Radiusvector r bis (/. 

Halloren wir alsdann die gerade Linie 
r'q in s, so wird sp die Tangente sein, 
das ist eine gerade Linie, welche mit 
der Ellipse nur den Punkt p gemein 
bat Denn wenn noch ein zweiter 
Punkt p der geraden Linie sp und 
der Ellipse gemeinsam wäre, so würde die Summe der Radienveetoren p und 
o gleich der Summe der Radienveetoren r und r des Punktes p sein. Da nun 
p'e — P<1 — Q . so läge ein Dreieck qep' vor, in welchem die Summe zweier 
Seiten g und g gleich der dritten Seite (r+ r) ist. 

Aus dieser Construction der Tangente ergiebt sich ebenfalls der Satz 10). 
Denn wie die Figur zeigt, bilden die von dem Punkte p ausgehenden Radieu- 
vectoren r und r gleiche Winkel mit der Tangente ps. * 

Um die Hyperbel 7) mechanisch zu construiren, denken wir uns ein 
von dem Brennpunkte / ausgehendes Lineal von beliebiger, aller gegebe- 
ner Länge 7. Ein unausdehn barer Faden von der Länge (2a + 7) fange 
in dem andern Brennpunkte t an und ende in der Spitze des Lineales. Wenn 
unter diesen Umständen ein Stift fortwährend den Faden in dem variabclen 
Punkte p spannt, ohne das Lineal zu verlassen, so beschreibt derselbe einen 
Zweig der Hyperbel. Denn die Differenz der von dem Punkte p nach den 
Brennpunkten r und / gerichteten Radienveetoren ist immer gleich 2a. Durch 
Verwechselung der Brennpunkte wird sich auch der andere Zweig der Hyper- 
bel beschreiben lassen. 

Die Tangente der Hyperbel 7) in dem Punkte p lässt sich in folgender 
Weise construiren. Man trage auf dem von dem Punkte p nach dem Breim- 


Fig. 18. 



* Die Optik macht Gebrauch von den Entfernungen ae — R und at — K der 
Brennpunkte von dem Scheitel a der Ellipse. Da diese Entfernungen sind: 

R — a — t und R'— a + e, 

so hat man: 

112a 

R + J?~b*' 

Erinnert man sich nun aus der Differentialrechnung, dass — =P der Krüm- 

a 

mungsradios der Ellipse ist in ihrem Scheitel a, so hat man die in der Optik ge- 
bräuchliche Formel für sphärische Brennspiegel, welche die elliptischen annähernd 
ersetzen: 

I . 1 2 

R + g ~ P' 
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Fig. 1 ». puulcte <•* gerichteten Badiu&vector r 

•len anderen Kadiusvector r bis •/ auf 
und halbire die gerade Linie </c in s. 
Alsdann wird die gerade Linie H]> die 
Tangente sein. Denn wäre dieser ge- 
raden Linie und der Hyperbel noch 
ein anderer Punkt gemeinsam, so 
hätte das Dreieck i/e'p', weil 
p'==2e+p 

ist, eine Seite pe‘= p , welche gleich 
sein müsste der Summe der beiden 
j \ anderen Seiten 2 c und p. 

/ Diese Constrnction beweiset zn- 

/ V gleich den Satz 10), dass die von 

z einem Punkte der Hyperbel nach den 

/ . Brennpunkten gerichteten Strahlen 

mit der Tangente gleiche Winkel 
bilden.* 

Es war nothwendig, den Begriff der eonfocalen Kegelschnitte, abgesehen 
von den eben entwickelten Eigenschaften ihrer Brennpunkte, so allgemein zu 
fassen, wie er in dem zweiten Theile der voraugegangenen Vorlesr.ng dargelegt 
worden ist, wenn mau nicht den (Irenzfall von Ellipse und Hyperbel aus- 
schliessen wollte, die Parabel, von der jetzt gehandelt werden soll. 

Wenn eine Parabel - Gleichung : 

11) rf — 2px — 0 

vorliegt oder, in Liniencoordiuateu ausgedrückt : 

12) v> « = 0, 

P 

so ist die Gleichung: 


13) 


»* - 


u — X («*+ *’*) = o 


* Entnehmen wir ans der Differentialrechnung die Grösse des Krümmungs- 


radius der Hyperbel in ihrem Scheitel a, P = 


b* 

— , nnd bezeichnen die Abst.inde der 
a 


Brennpunkte von dem Scheitel mit ar — Ji und ae — — M\ weil letzterer nach der 
entgegengesetzten Seite gerichtet ist, ho haben wir R = e~~ a nnd -K— und 

daraus folgt wieder wie oben: 

L+* I 

b ^ b: p- 


Diese sowohl für die Ellipse, als für die Hyperbel geltende Formel dient, in 
der Physik als Beweis, dass der sphärische Brennspiegel, wenn es sich nur um 
Strahlen handelt, welche sich von der Axe des Spiegels nicht, sehr weit entfernen, 
geeignet ist, ebensowohl nU elliptischer, wie als hyperbolischer Spiegel zu dienen. 
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(He Gleichung aller mit der gegebenen Parabel 11) confocalen Kegelschnitte. 
Diese Kegelschnitte sind , weil das von den Vaviabelen unabhängige Glied in 
der Gleichung fehlt, wieder Parabeln , und wir können sagen: „eine Parabel 
kann nur confocal sein wieder mit einer Parabel“. 

Unter den confocalen Parabeln 13) befinden sich zwei Brennpunktepaare 
entsprechend den Wertheu A = 1 und A = oo. Das letztere ist wieder das im 
Unendlichen gelegene imaginäre Punktepaar, das erste wird durch die Gleich- 
ung ausgedrückt: 


Aus dieser Gleichung entnehmen wir nun, dass beide Brennpunkte auf 
dem Durchmesser der Parabel liegen, der eine im Unendlichen, der andere in 

dem Abstande ^ von dem Scheitel der Parabel. Es werden demnach alle Pa- 


rabeln confocal sein, wenn ihre im Endlichen gelegenen Brennpunkte zusam- 
menfallen und ihre Durchmesser in einer und derselben geraden Linie liegen. 

Da die vorliegende Gattung von confocalen Kegelschnitten in den allgemei- 
nen Sätzen 24) und 25) der vorhergehenden Vorlesung nicht, ausgeschlossen 
wurde, so können wir sagen: 

14) Wenn man von einem beliebigen Punkte an eine Parabel 
einTangentenpaar legt und ein Strahlen paar durch die Brenn- 
punkte, so bildet ein jedes Paar Winkel, welche von einem und 
demselben Linienpaare halbirt werden. 

Bückt der beliebige Punkt in die Parabel selber, so können wir dem Satze 
folgenden Ausdruck geben: 

15) Wenn man von ein em bei iebigen P u nkte der Parabel zwei 
Strahlen ausgehen lässt, den einen parallel dom Durchmesser, 
den anderen in der Richtung des Brennpunktes, so bilden die 
beiden Strahlen gleiche Winkel mit der Tangente in dem 
Punkte 


Es werden also alle von dem Brennpunkte ausgehenden Strahlen von der 
Parabel in der Richtung des Durchmessers reflectirt, wie umgekehrt alle Strah- 
len, welche parallel dem Durchmesser die Parahel treffen, in der Richtung des 
Brennpunktes reflectirt werden. 

Um die Parabel 11) zu construiren, ftxiren wir eine auf dem Durchmesser 
senkrecht stehende gerade Linie /, welche in entgegengesetzter Richtung den 

gleichen Abstand \ } von dem Scheitel u der Parabel hat., als der Brennpunkt c. 


Die Parabel ergiebt sieb dann als der geometrische Ort eines variabelen Punk- 
tes jj, der ebenso weit absteht von dem Brennpunkte c, als von der fixirten ge- 
raden Linie /. Denn bezeichnen wir mit x und »/ die Coordinaten des variabelen 


Punktes p und mit r den gleichen Abstand, so haben wir r = — -fr und 


Km*i • VoilitaitiiKou. 
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r 8 — — .rj +?/ 2 , woraus durch Elimination von r die Gleichung 11) der 

Parallel hervorgeht * 


Kig. 20. 


-■py 

. • :vf 
• // \ 


y 


r 




«\ 


Wenn man den Mittelpunkt S 
der geraden Linie eq verbindet mit 
dem Punkte p, so wird die Ver- 
bindungslinie die Tangente in dem 
letzteren Punkte. Denn wenn dieselbe 
die Parabel noch in einem anderen 
Punkte p träfe , so müssten die drei 
geraden Linien r einander gleich sein. 
Auch aus dieser Construction der 
Tangente orgiebt sich der Satz 15). 

Nachdem wir nun Mittel an- 
gegeben haben , sämmtliche Kegel- 
schnitte von ihren Brennpunkten aus 
zu construiren, so bleibt noch übrig, 
die eonfocalen Kegelschnitte durch 
ihrePunktgleichungeu mit einem will- 
kürlichen Parameter A auszudrücken. 
Zu diesem Zwecke gehen wir auf die Gleichung 8) der eonfocalen Kegel- 
schnitte mit dem willkürlichen Parameter o* zurtick. Setzen wir a* + A statt 
«*, so stellt jene Gleichung alle mit. dem Kegelschnitte 8) eonfocalen Kegel- 
schnitte dar. Da nun die Gleichung 5) denselben Kegelschnitt 8) darstellt, wie 
auch die Gleichung fi), so haben wir die Gleichung sämmtlicher, mit der Ellipse 
6) eonfocalen Kegelschnitte: 

** . y 1 


\ 


16) 


fr -M + b- + a 


- 1 = 1 .'. 


Für die Hyperbel braucht man keine besondere Untersuchung anzusteWen, 
weil die angegebene Gleichung schon die eonfocalen Hyperbeln umfasst, welche 
den Werthen von A entsprechen, welche zwischen — Ir und — <i s liegen. 

Um eine Einsicht in die Natur dieser eonfocalen Kegelschnitte zu ge- 
winnen, wollen wir den Parameter A von A&od bis A— — 6* abnehmen lassen 


* Die in der vorangcgangcncD Anmerkung aufgefiihrte Formel der Optik gilt 
auch hier. Denn da der Krümmungsradius V der Parabel II) in ihrem Scheitel ct 
ist l‘—p, die Entfernung if' des einen Brennpunktes von dem Scheitel unendlich 

gross, dagegen die Entfernung des anderen Brennpunktes gleich wird, so halten wir: 

1 2 
H~P 

Will man daher den paraliolisohen Spiegel annähernd ersetzen durch einen 
sphärischen, so hat mau den lialbirungspnnkt de» Radius de» Spiegels tiir den 
Brennpunkt zu uebmen. 
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und alle Zwischenstadien in Anrechnung bringen. Von der ersten bis zur letz- 
ten Grenze sind die Kegelschnitte Ellipsen. Sie fangen an mit unendlich grossen 
Axen, die allmiilig kleiner werden, und enden mit einer Ellipse, deren kleinste 
Axe verschwindet und die mit der geraden Linie zusamnienfiillt, welche die 
Brennpunkte verbindet Tn ihrer Gcsammtbeit erfüllen sie die ganze Ebene. 

Lassen wir A weiter abnehmen von A = — 6® bis A = — a®, so liegen 
Hyperbeln vor ; in dem ersten Grenzfalle eine Hyperbel, deren Zweige mit den- 
jenigen beiden geraden Linien zusammenfallen, welche von den Brennpunkten 
in entgegengesetzter Kicbtung des gemeinsamen Mittelpunktes der Kegelschnitte 
in das Unendliche verlaufen. In der letzten Grenze artet die Hyperbel in ein 
Linienpaar aus, welches mit der den confooalen Hyperbeln gemeinsamen Rich- 
tung der imaginären Axen zusammenfällt. Auch die confocalen Hyperbeln er- 
füllen die ganze Ebene, so dass wir sagen können , dass durch jeden Punkt der 
Ebene sowohl eine confocale Ellipse als Hyperbel geht. Die folgende Be- 
trachtung wird ganz dasselbe algebraisch einleuchtender darstellen. 

Wenn wir unter x und y die Coordinaten eines beliebigen Punktes p ver- 
stehen, so wird die nur anders geschriebene Gleichung 16): 

17) z*(a®H-A)+y®(&*+A)- (o®+ A)(6* + A) =0 

die Bedingung sein, dass der Kegelschnitt 16) durch den Punkt geht. Da 
diese Gleichung ir^A quadratisch ist, so folgt daraus, dass durch einen gegebenen 
Punkt in der Ebene nur zwei confocale Kegelschnitte gelegt werden können, 
denn die eine Wurzel A wird dem einen, die andere dem anderen, durch den 
Punkt p gelegten Kegelschnitt 16) entsprechen. Wie es sich sogleich zeigen 
wird, lässt sich sowohl die eine, als die andere Wurzel der quadratischen Gleich- 
ung 17) begrenzen dadurch, dass man unabhängig von der Lage des Punktes p 
Werthe angeben kann, zwischen welchen jede der beiden Wurzeln zu suchen 
ist. Diese Grenzen sind eben die oben angegebenen für Ellipsen und Hyperbeln. 
Setzen wir das noch zu Beweisende voraus, so können wir sagen: 

18) In jedem Punkte in der Ebene schneiden sich zwei, mit 
einem gegebenen Kegelschnitte confocale Kegelschnitte, von 
welchen der eine eine Ellipse, der andere eine Hyperbel ist. 

Da in diesem Satze alle reellen Punkte der Ebene in Betracht genommen 
wurden, so folgt aus demselben, dass weder confocale Ellipsen sich in reellen 
Punkten schneiden können , noch confocale Hyperbeln. 

Die zum Beweise des Satzes 18) oben gemachte Voraussetzung ergiebt sich 
aus der Betrachtung des linken Theiles der Gleichung 17). Derselbe wird für 
A = + oo negativ, fllr A = — 6® — i positiv, wenn t eine verschwindende positive 
Grösse bedeutet, und für A = - o® — f wieder negativ. Daraus folgt, dass die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 17) zwischen den angegebenen Grenzen 
liegen. 

Imaginäre Ellipsen 16) erhält man, wenn man A von — «* bis — oo ab- 
uehmen lässt. 
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Es bleibt noch übrig, die confoealen Parabeln 13) in ähnlicher Weise, zu 
behandeln. Ucbortragon wir zu diesem Zwecke ihre Gleichung 13) in Punkt- 
coordinaten, so ergiebt sich : 



oder, wenn wir den Anfang des (Joordinatonsysteme.s in den Brennpunkt da- 
durch verlegen , dass wir rf ^ für x setzen : 

i“i— 2 '-{* + v“"' , ) (t„' 

Wir erhalten demnach durch Einführung eines neuen Parameters 
yi(l — Ä) = x den allgemeinen Ausdruck für confocale Parabeln, deren gemein- 
schaftlicher Brennpunkt im Anfänge der Coordinaten liegt und deren Durch- 
messer in die x- Axe fallen: 

16) y f -2*(* + *)=0. 

Diese in x quadratische Gleichung beweiset, dass durch jeden Punkt der 
Ebene zwei confocale Parabeln gehen. Nehmen wir an, dass x und y die Co- 
ordinateo eines gegebenen Punktes in der Ebene seien, und die erstere positiv, 
so sehen wir, dass eine Wurzel x zwischen den Grenzen x = -poc und x = 0 
liegt, die andere zwischen x — —‘2r und x = — ao . In dein anderen Falle, 
wenn x negativ ist, liegt die eine Wurzel zwischen den Grenzen x=-poe und 
x = -p 2 x , die andere zwischen den Grenzen x = 0 und x = — oo . 

Wie die confoealen Kegelschnitte mit einem Mittelpunkte sich trennen in 
Ellipsen und Hyperbeln, so hat man auch zwei Classen von confoealen Parabeln. 
Die Scheitel der einen Classe liegen auf der einen Seite von dem gemeinsamen 
Brennpunkte, die Scheitel der anderen Classe liegen auf der anderen Seite. 
Die beiden Clausen sind eongruent und nur von verschiedener Lage , denn ans 
der Gleichung 16) einer Parabel erhält man die Gleichung ihrer congriieutou 
Parabel, wenn man für x setzt — x. Eine jede der beiden Glossen dehnt sieh 
Uber die ganze Ebene aus. 

Villa Ostheimer hei Brixen 

Im Uctober 1H73. 
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